Chapitre 6 Fonctions exponentielles, modéle continu de croissance exponentielle

I-Pour bien commencer

Activité 1

Produits de seconde main Objectif

Passer d'un modéle discret
Un reportage sur francetvinfo.fr indigue que les Francais achétent de plus 3 un modéle continu.

en plus de produits de seconde main, tous types confondus (électroména-
ger, vétemnents, livres, etc.). En 2019, il sest vendu environ 573 000 tonnes
de produits de seconde main.

Depuis, on constate une progression annuelle d environ 11,9 %.

P

&) calculer la quantité de produits de seconde main vendue en 2020, puis
en 2021.

£ Pour tout entier naturel a, on note i, la gquantité de produits de seconde
main vendue en 2019 + a.

a. Quelle est la nature de la suite (u,) ? En déduire |I'expression de u, en
fonction de n.

b. Calculer la quantité de produits de seconde main vendue en 2025.

. Existe-t-il un entier naturel a gqui permet d’estimer la quantité vendue
en milieu d’année 2025 ¥ pourquoi ?

E Par prolongement de la suite (u,), on définit sur l"intervalle [0 ; +=<] la m

fonction f par f{x) =573 000 =1,119~ On dit que la fonction f modélise,
o. Expliguer pourquoi il est maintenant possible d’estimer la quantité de denml l;emﬂ:im:.eh ml
produits de seconde main vendue en milieu d*année 2025 7 Calculer cette main. .
quantité. On observe ko que o variable
b. Calculer la quantité de produits de seconde main vendue au premier xesten exposant. On parle de
trimestre 2023, puis au troisiéme trimestre 2024, ol e oncniinis,
S
Activité 2
FSTTEEL 78 Vente de bracelets g
Etendre les propriétés des puissances o
entiéres aux fonctions exponentielles.
n Compléter la propriété : « Soient a et p deux entiers naturels et a un
nombre réel strictement positif. On a:a"xagf =g -~ ».
F) Une entreprise produit et vend, chague mois, un millier d*exemplaires
d'un modéle de bracelets. Face al'augmentation des coiits de fabrication,
I’entreprise souhaite augmenter le prix de vente de ce bracelet. Une &tude
montre que chague augmentation du prix de vente de 1 € conduit a une
baisse des wventes mensuelles de 2% .
On note f{x) lo quantité mensuelle, en millier, de bracelets vendus lorsque
le prix augmente de x euros. On admet que f{0)= 1.
a. Montrer gue f{1)=10,98 et calculer f{2). Interpréter les résultats dans
le contexte de la situation.
b. Exprimer f{x) en fonction de x.
c. Calculer les quantités vendues, em millier, si I'entreprise augmente le
prix de 1,10 €, de 1,50 € puis de 2,60 £
d. Calculer £{1,1)2(1,5) et compléter :
LN =S =Ff( ... +...)
La propriété de la question g) semble-t-elle rester valable pour deux expo-
sants réels ?




Activité 3

Siilleldlel i s Population biarrote { =

(" Découvrir les taux moyens. |

D’aprés I'INSEE, la population de I'agglomération de Blarritz est passée
de 24 993 habitants en 2013 a 25 787 habitants en 2019.

&) «. Par quel nombre, arrondi @ 1074, a été multipliée la population de
Biarritz entre 2013 et 2019 ?

b. En déduire le taux d’évolution, en pourcentage arrondi au centiéme, de
la population de Blarritz entre 2013 et 2019.

£3 oOn souhaite savoir de quel pourcentage, en moyenne, la population
a augmenté chaque année entre 2013 et 2019.

Pour cela, on cherche donc par quel méme nombre x la population doit La grande plage de Biarritz et son Casino.
étre multipliée chaque année entre 2013 et 2019 pour obtenir la méme
évolution globale sur cette période.

a. Parmi les trois équations sulvantes, laquelle réepond au probléme ?

Tebleau

obro 22787 o 24993 | g 24993 | 5 25787 Résultats wascin© ' Rigler L' inturvalis
24993 25787 25787 24993 x I

b. Sur la calculatrice, afficher le tableau de valeurs de la fonction f définie Vo M

par f(x) = x5, pour x variant de 1 @ 1,1 avec un pas de 0,0001. 10952 1.031668

c. Quelle est la valeur de x qui répond le mieux au probléme ? i ik

d. En dédulre le pourcentage annuel moyen d’augmentation de la popu- 10055 1.833057

lation de Biarritz entre 2013 et 2019. =l

i _BBET i AmAENT

lI- Synthése de cours

n Fonctions exponentielles de base a, aveca > 0
B Définition
Soit @ un nombre réel strictement positif.
On rappelle que la suite (u,) de terme général u, = a" est une suite géomeé-
trique, définie uniquement pour les entiers naturels n.

Exemples

foncti Solent f et g les deux fonctions
On appelle fonction exponentielle de base a, avec a > 0, toute fonction exponentielles de bases respectives

f définie pour tous nombres réels x positifs, par f(x) =a". 1,2et0,8.
Pour tout nombre réelx = 0,ona

La fonction exponentielle de base a est le prolongement de la suite () = 1,25 et g(x) = 0.8"

géomeétrique de raison a des puissances entiéres de a pour des valeurs
positives non entiéres.

Exemples
Remarques
e Pour tout nombre @ > 0,ona:a’=1eta' =a. 1.23-1
e Pour tout nombre réel x = 0, la valeur de &* s’obtient a I'aide de la 1.759794122
calculatrice.
* Pour tout nombre réel, x = 0, on admet que &* = 0. On dit qu’une fonc-
tion exponentielle est toujours strictement positive. 9.4

9.2394493081



(D Propriétés algébriques des fonctions

exponentielles de base a

On sait que, pour tous entiers naturels n et p, on a a" xa” = a"*?.

Exemples
00,342 x( 308 - 342+08

Soit f une fonction exponentielle de base a, avec a > 0. —-0735
Pour tous nombres réels positifs x et y, on a f(x) Xf (y) =f(x +y) . e 1699 %1 603 _ 1 609+03)
Ainsion a:a* Xa'=a*", ~ 1,606

Remarque

Cette propriété algébrique est le prolongement a des exposants positifs

non entiers de celle connue sur les puissances.

Par extension des propriétés algébriques des puissances entieres connues
depuis le collége, on obtient des propriétés algébriques similaires pour les

fonctions exponentielles.

Exemples
5,252 82-13 69
Pour tous nombres réels positifs x et y et pour tout nombreréela > 0,ona: *S3T 5,251 =5,2°
X ! il
A 39_
L a_}r = ﬂx i . 7.1 7'13'9
1 . [8,12,5)2 _g P52 _8 T
o g t= a_x
o (&Y =a**?
Exercice |

17 Aprés des travaux, un parc aguatique a vu sa fré-
quentation augmenter chaque mois de 9 % . Il y avait
enmoyenne 5 400 visiteurs par mois avant les travaux.
1. Pourtout n € M, soit u, le nombre mensuel de visiteurs

n mois aprés les travaux.

a. Quelle est la nature de la suite (u,) ? Préciser la

raison g. Exprimer u, en fonction de n.

Exercice ll

m Selon le ministére de I'agriculture, ka surface agrl-
cole utillisée (SAU) par les agriculteurs en France
métropolitaine 5" élevalt a 298 milllons d'hectares en
2000.

Depuis, on estime qu'elle balsse en moyenne de 0,2 %
par an.

1. Calculer la SAU estimée en 2001, puls en 2002,

2. On modélise la SAU estimée en 2000 + x (avec
x = ) par la fonction f définle par f(x) = 29,8 x g~
a. Donner la valeur de 4.

b. Calculer la SAU estimée en 2010, en milieu d'année
201 2 et au troksléme trimestre 2020.

b. Peut-on calculer le nombre de visiteurs 10 semaines
aprés les travaux ? Pourquoi ?

2. Soit f lafonction définiesur [0 ; +e<] parf(x) =5 400 xg*
oll g est la raison de (u,,).

a. Pourquoi f est-elle une modélisation continue a crois-
sance exponentielle du nombre mensuel de visiteurs ?
b. Calculer le nombre de visiteurs au bout de 10 semaines.



E Etude d’une fonction exponentielle de base a, aveca > 0

E) sens de variation

On sait que la suite géométrigue de terme général a® est
s strictement croissante lorsque a = 1 ;

= constante lorsque a=1;

= strictement décroissante lorsque 0 << a < 1.

On a, de maniére similaire, les variations des fonctions exponentielles.

Soit f une fonction exponentielle de base a, avec a = 0, définie sur I'in-

tervalle [0 ; 4=<[ par f(x)=a"
» Pour a = 1, la fonction J est strictement croissante sur [0 ; +=[.
= Pour a=1, la fonction f est constante sur [0 ; +=<f.

s Pour 0 < a =2 1, la fonction f est strictement décroissante sur [0 ; +o<[.

Sla=1 Si0=<a<1

X 0 + oo x 0 oo

1
at 1 at N

Remarque

Exemples

Solent f et g les deux fonctions
exponentlelles définles sur
I"intervalle [0 ; +<[ par f{x) =1,2*
et pix)=0,8%

e 1,2 = 1 donc f est strictement
crolssante sur [0 ; 4oa[.

0 < 0,8 = 1donc g est
strictement décrolssante sur [0 ; +o<].

En multipliant une fonction exponentielle par un nombre positif, le sens

de variation de la fonction obtenue reste le méme.

En la multipliant par un nombre négatif, le sens de variation change.

) Représentation graphique
Dans un repére, la représentation graphique d’une fonction exponentielle

de base a, avec a = 0, est I'ensemble des points de coordonnées (x ; a%)
olxe [0;+oof.

Remarque

« On sait que, pour tout nombre réel a = 0, on a «® = 1. La représentation
graphique d’une fonction exponentielle passe donc toujours par le point
de coordonnées (0 ; 1).

» Ci-dessous des allures de représentations graphiques de fonctions expo-

nentielles de base a4, suivant la valeur de a.
¥ Y

az1

Exemple

Ci-dessous, la représentation
graphique de la fonction
exponentielle de base 2.

¥

14

ol 1 | | | =

La fonction exponentielle de base 2
croit trés rapidement. Elle peut
décrire un phénoméne continu de
croissance trés rapide.

On parle de croissance
exponentielle.



Exercice lll

Le nuage de points ci-contre donne le nombre de passagers, en million, a I'aé-

roport de Nice en 2014 + n, ot n € R, avant la pandémie de Covid-19. | | ::‘::
On admet que le nombre de passagers a augmenté en moyenne chaque année | 12443 t '
de 4,6 % . On modélise le nombre de passagers en 2014 + x (avecx = 0) par la 1 17
fonction f définie par f(x) = 11,54 x 1,046%. 1‘-1‘5?1' 12,02
1. a. Compléter le tableau de valeurs de la fonction f suivant. 10
x 0 1 2 3 4 5 SHERRRE
fx) Source : Union des aéroports frangais

b. Dans un méme repére, reproduire le nuage de points et construire la courbe de f.

c. Peut-on considérer que la fonction f est une modélisation acceptable du nombre de passagers ?
2. a. Par lecture graphique, estimer le nombre de passagers au milieu de I'année 2017. Retrouver le résultat

par le calcul.
b. Au cours de quel trimestre le nombre de passagers dépasse-t-il 15 millions ?

Exercice IV

m Parmi les courbes ci-contre,
lesquelles pourraient représen-
ter une fonction exponen-
tielle définie par f (x) = a*, avec
a>07?

ED On considére deux
fonctions f et g définies
sur l'intervalle [0 ; +oo|
respectivement par
f(x)=a" et g(x) =k xb*
oua,b et ksontdesréels
strictement positifs. On
donne ci-contre les
courbes représentatives
des deux fonctions.

1. a. Lires lesimages parf de 0; 1 et 2.

b. En déduire I’expression de la fonction f.
2. a. Lire les images par gde O et de 1.

b. En déduire I’expression de la fonction g.




Exercice V

@ Une étude de I'INSEE permet de modéliser le taux
d’acces des ménages a Internet pour I'année 2003 + x
par la fonction f définie sur I’'intervalle [0 ; +e<[ par:

90
S )= Asx0.763"
4 Taux d’équipement a internet (%)
100-
80-
60-
404

7 8 91011121314
nnées écoulées depuis 2003
Source : INSEE.

0123456
a

1. Estimer le taux d’acces a Internet pour 2020 si
I’évolution se maintient.

2. Peut-on prévoir que 95 % des ménages francais
auront un jour acces a internet ?

E Taux d’évolution moyen

E) Racine n-iéme d’un nombre réel positif

Propriété et définition Exemple

L'&équation x> = 32 admet une

Soient a un nombre réel positif et n un entier naturel non nul. solution unique appelée la racine

L'équation x"=a admet une unique solution positive appelée racine 5-iéme de 32. On la note %/32. Elle
n-iéme de a. On la note %a . est égale & 2. Fn effet, 2°=32.
Remarque

P |
«+0Ona {Qfa} =a.

+ La racine n-igme d’un nombre positif a est positive.

« La racine 2-iéme d’un nombre positif a correspond a la racine carrée

de a.

La racine 5-iéme de 32, notée %-"ﬁ,
Soient a un nombre réel positif et n un entier naturel non nul. 1
1

est égale a 325 Ala calculatrice,
2 1
La racine n-iéme de a est égale @ an. on obtient bien 325 = 2.

En effet, d’aprés les propriétéas algébriques des fonctions exponentielles, on

o,
saitque|an | =an  =an=a'=a.



[2) Taux d’évolution moyen
Rappel
Soit n un entier naturel non nul.

Si une valeur de départ V, subit n évolutions successives, la premiére de
n %, la deuxiéme de 1; %, etc., jusqu’a la derniére de ¢, % , alors elle est
multipliée successivement par n coefficients multiplicateurs CM;, CM,,

M

aay n

Le coefficient multiplicateur global est CMgjgpq = CMy x CM3 x ... x CM,

Exemple

Un prix augmente successivement
de 10 %, puis de 30 % et baisse
enfin de 10 %.

* Globalement, il est multiplié par
CMeopa = 1,10%1,30x0,90

_XCMy—___xCMp__ _—etc =1.287
g i e N = Si ce prix avait connu trois
V, @ @ Cv, ) évolutions successives identiques
- 5—/ conduisant d la mé&me évolution
NSRS My g g globale, alors il qurait ét& multiplié
: i

Définition et propriété

Soit n un entier naturel non nul.

Si une valeur de départ subit n évolutions successives, alors on appelle

coefficient multiplicateur moyen le nombre :

1
CM =\{CM, n
Moyen Global

a trois reprises par le nombre :
1

CMyyoyen = 12873 = 1,088

* e taux d’évolution moyen
associé a ces trois évolutions est
fpoyen = 1,088 — 1 =10,088.

Une évolution identigue sur 3 ans
conduisant @ la méme évolution
globale serait de 8,8 % environ.

Le taux d’évolution moyen f,5y., Gssocié a plusieurs évolutions successives

est IMoyen = CMm— 1.
Exercice VI

‘B On donne le nombre d’éléves de Premiére n’ayant
pas choisi la spécialité Mathématiques dans un lycée
entre 2019 et 2022.

2019
185

2020
212

2021
198

2022
175

Années
Effactifs

1. Compléter le schéma des taux d’évolution annuelle,
en pourcentage arrondi @ I'unité, du nombre d’éléves
n'ayant pas choisi la spécialité Mathématiques.

Années | 2019 | | 2020 | | 2021 | | znzz|
Evolutions l\.|.___%'}1\4.___f.vg’/J‘\\.|.___'j¢;,/;|I
S
Exercice VI

2. Calculer le taux d'évolution moyen du nombre
d'éléves n"ayant pas choisi la spécialité Mathéma-
tiques entre 2019 et 2022.

20 Le bénéfice annuel d’une entreprise a augmenté
de10% en2020,de12 % en 2021 etde 3 % en 2022.
Il était de 54 000 €en 2019.

1. Calculer le taux d"évolution global, puis le taux d’évo-
lution moyen du bénéfice de I'entreprise entre 2020
et 2022.

2. Calculer le bénéfice en 2023 sil"évolution annuelle
moyenne reste identique.

m Calculer le taux d’évolution moyen associé aux

évolutions successives suivantes.
1. +15% suivide +32 %
2. 45 % suivide —65 %
3. +60 % suivi de —60 %



m Le tableau ci-dessous donne des valeurs approxi-
matives de la population mondiale en fonction des
années jusqu’'a 1950.

Année Population

1000 300 millions
1500 500 millions
1900 1,650 milliard
1950 2.5 milliards

1. Déterminer le taux moyen d'augmentation par
siecle entre 1000 et 1500, puis entre 1500 et 1900.
2. Déterminer le taux d'augmentation décennal
moyen entre 1900 et 1950.

3. A quel taux moyen par siécle correspond le taux
décennal obtenu entre 1900 et 1950 ?

Exercice Vil

m Vral ou faux ?

1. Le nombre d'entrées dans un complexe sportif a
augmenté de 40 % en dix ans. En moyenne, le nombre
d’entrées a augmenté chaque année de 47%.

2. Une production baisse chaque année successi-
vement de 10 %, puis de 25% et enfinde 5%. En

moyenne sur la période, elle baisse chaque année
d’environ 13,8 7%.

Exercice IX

B Le taux moyen d’augmentation mensuelle d’un
prix sur une année est de 15 %.

1. Quel est le taux global d’augmentation de ce prix
sur cette année ?

2. Par quel coefficient faut-Il multiplier la valeur finale
de ce prix pour qu’ll revienne a sa valeur d’origine ?
3. L'année suivante, le prix est revenu a sa valeur d’orl-
gine. Quelle est la valeur du taux moyen mensuel de
diminution sur cette seconde année ?



