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Chapitre 5                                                              Congruences dans  

I-Généralités 

Définition 

n  a b

a b n a b

n

a b [n]   « a est congru à b modulo n », a b (n)

a b  mod n. 

   : il n’a rien à voir avec le signe = usuel !!! 

 

Exemples 

 ≡

Remarque : a b [n] b a [n]. 

n

Exemple bis 

 

 

  

n

Propriété 

n  a b

a b [n] n a – b a – b n.

, a b [n] si et seulement si il existe un entier k tel que : ……………………………

Preuve : 



Exemples 



4 11

x x x 


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Propriétés triviales de la relation de congruence 

n   

a, a a [n]. 

  a 0 [n] 

a a  r [n] r a n

Transitivité de la relation de congruence 

a b c a b [n] et si b c [n], alors …………………

Preuve : 



Exemples 

314 [27] et 4301 [27], donc 30131 [27]. 

Exercice 1 

 

 a b n a n b

Exemple  ≡ ⋯[10]



 Propriétés de compatibilité de la relation de congruence avec les opérations usuelles  

a, b, c d n

i) Si ab [n] et si c d [n], alors ………………… : On dit que la relation de congruence est 

compatible avec l'addition. 

Remarque : on a aussi :  …………………………………, donc la relation de congruence est 

compatible avec la soustraction, ce qui n'a rien de surprenant, vu que toute soustraction n'est autre 

qu'une addition particulière. 

ii) Si ab [n] et si c d [n], alors …………………. : On dit que la relation de congruence est 

compatible avec la multiplication. 

iii)  Pour tout entier naturel k non nul, si ab [n] alors……………………………. : On dira que la 

relation de congruence est compatible avec les puissances. 

Preuve


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Remarque 

De i), on déduit que si ab [n], alors, pour tout entier relatif c,  a+cb+c [n]. Pourquoi ?

De ii), on déduit que si ab [n], alors, pour tout entier relatif c, ac bc [n]. Pourquoi ?

Attention, même si ces règles sont similaires à celles sur les égalités, rappelons que la relation de 

congruence et l’égalité sont deux notions bien distinctes ! 

Si ac bc [n], il est en général faux de dire que ab [n], c’est-à-dire qu’on on ne simplifie pas par c 

(même si c est non nul) une congruence !  Encore un point qui diffère par rapport aux égalités. 

Exemple : 6361 [12], mais 3 n'est pas congru à 1 modulo 12 ! 

Application phare des congruences : preuve des critères de divisibilités usuels du système décimal. 

Définition 

a0, a1,……,an

a0,…….,an

a0 100+a1101 + a2102 + …….+an10n

0

10
n

k

k

k

a
=



anan - 1…….a 1a 0 (

   

  

Critères de divisibilité usuels du système décimal 

✓ Un entier naturel N est divisible par 2 (N est pair) si et seulement si son chiffre des unités est lui-même pair. 

 

✓ Un entier naturel N est divisible par 5 si et seulement si son chiffre des unités vaut 0 ou 5. 

 

✓ Un entier N est divisible par 3 si et seulement si la somme des chiffres de N est un multiple de 3. 

 

✓ Un entier est divisible par 9 si et seulement si la somme des chiffres de N est un multiple de 9. 

 

✓ Un entier N est divisible par 11 si et seulement si, avec les notations de la définition, 
0

( 1)
n

k

k

k

a
=

−   est un 

multiple de 11, ce qui revient à dire que la somme des chiffres de N de rang pair à laquelle on soustrait la 

somme des chiffres de N de rang impair est un multiple de 11. 

Preuve 


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Exemple 

2016 2016201520142013 4018−

k, k

II-Farandole d'applications des congruences à la résolution de problèmes divers et variés. 

Exercice 0 

  

 

ième  



Exercice 1 

a

b)



Exercice 2 

 

 n n n² n²



Exercice 3 

n 3 × 24𝑛+2 − 7

n



Exercice 4 

n, 32𝑛+1 + 2𝑛+2



Exercice 5 

modulo

n n n


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Exercice 6 

a) n n²

b) C

7 C

Exercice 7 

 x  x ≡

 x  x


Exercice sublime 

p(N)

N – p(N)



Exercice 8 (DM ?) 

un  u0 n un+1 = 10un

 u1, u2 u3

 

a) n un 10𝑛+1 − 7.

b) n un

 

 

 


