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Exercice |

Partie A :

1
On considere I'équation différentielle (E;) : y' + 0,48y = 270 ou y est une fonction de la

variable t définie sur l'intervalle [0; +o0o].
1. La fonction h est dérivable sur [0; +oo[ et pour tout réel positif f, h'(r) = 0. On a

1
dont A’ (1) +0,48h(r) =0+0,48 x — = —
120 250

Donc la fonction £ est solution de I'équation différentielle (E;).

2. Les solutions de I'équation différentielle y' + 0,48y = 0 sont les fonctions de la
forme f (1) = Ce %487 avec C e R.

3. Les solutions de I'équation différentielle (E;) sont donc les fonctions de la forme
1
f(t)=Ce 248"+ — avec CeR.
120

Partie B :

1. Supposons que p est solution de I'équation différentielle (E>),

1
On a donc p":ﬁpx (120 — p)

!
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—y' = 120y -1
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— -y'=0,48y— —

1
=-y’+0,48y=ﬁ

1
Donc y est solution de I'équation différentielle (E;) : y'+ 0,48y = ﬁ



1
2. yestdelaforme y(r) = Ce 28" + Tog avec CeR.

onadonc p(t) = —
=30

1

- 0487, L
Ce + T35

120

T 120Ce- 0487 41
120
~ Ke 04814

avecCelR

avecCeR

avec K € R en posant K = 120C

120
Ked+1

120 . 120
donc—=K+1douK=—-1=3.
30 30

3. Onsait que p(0) =30 donc

’

lim —0,48f = —oc0

4, Onsaitque:{ "~ donc, par composition, lim e %487 =0,
lim eX=0 t—+00
X——00

Donc, par produit et somme, rlim 1+3e 0481 =1
—+00

et finalement par quotient, tlil;_'_fl p(t) =120.
e gl &9

Dans le contexte de l'exercice la population de la bactérie se stabilisera vers 120 000.

120
3e-048r 41
= 120=60x (3¢ +1)

5. p(t) =60 <= 60

= 2=3e"%"+1

1
e — — @ 0481

3

1
= —0,48¢ =ln(§] =-In(3)
In(3)

== [ =

— = 2,289
8

»

Le temps nécessaire pour que la population de bactéries dépasse 60000 individus
est de 2,289 heures soit 2 heures et 17 minutes.



Exercice Il

Partie A. Modéle 1

Dans cette partie, la direction de la réserve fait I'hypothése que la fonction cherchée sa-
tisfait I'équation différentielle suivante : y' =0,05y-0,5 (E})

1. Onrésout!l’équation différentielle (E,) avec la condition initiale y(0) = 50.
» ['équation différentielle y = ay a pour solutions les fonctions y vérifiant
y(x) = Ce” ol C est un réel quelconque.
Donc 'équation différentielle y = 0,05y a pour solutions les fonctions y véri-
fiant y(x) = Ce"%* oi1 € est un réel quelconque.
* On cherche une solution particuliere constante k al'équation (E;).
Onadonc0=0,05k-0,5donc k = 10.
* Les solutions de I'équation (E;) sont donc les fonctions y définies par
y(x)= Ce %% L 100t CeR.
* On cherche la solution vérifiant la condition initiale y(0) = 50.
On a donc Ce" + 10 = 50 donc C = 40.
La solution de |'équation différentielle (E;) vérifiant y(0) = 50 est la fonction y dé-
finie par y(x) =40 e?05x 4 10,
2. Oncompare les résultats du tableau avec ceux que I'on obtiendrait avec ce modele.

Année 2000 2005 2010 2015
Nombre d'individus 50 64 80 100
X 0 5 10 15
yix) 50 61,36 75,95 94,68
Partie B. Modéle 2

Dans cette partie, la direction de la réserve fait 'hypothése que la fonction cherchée sa-
tisfait I'équation différentielle suivante : y’ =0,05y [1 —0,00125 y] (E5).

800
et ¢ sa courbe représentative dans un repere orthonormé.

On note f la fonction définie sur [0; +ocof par: f(x) =

Al'aide d'un logiciel de calcul formel, on a obtenu les résultats suivants.



800 800

1. Onad'une part: f(0) = = =50
part: 1+15e¢" 16
D'autre part:
0,05f(x) 0,05 x 800 40
= U, X = = = -
14 15e-0.05x 1415 0.05x
. 0,00125f(x) 0,00125 x 800 1
' X)= — = —
1+15e~0:05x 1 415e 005 i
* 1-0,00125f(x) =1 . 1+16e 0% -1 15e7%%
e X=1= By I3 = =
1+15e-005x 7 ] 4157005 T ]14]15¢-005x
40 15 e 0.05x 40 x 15e—005x

—— A L =
141570050 141570035 (] 4 15¢-005x)

* 0,05f(x)(1-0,00125f (x)) =

600e~005% o
= — = [(x) d'apres le tableau
(1+15e-005x)
On admet que cette fonction f est l'unique solution de (E;) prenant la valeur ini-
tiale de 50 en 0.

. Avec ce nouveau modele f, 'effectif de cette population en 2050 peut étre estimé
a f(50) soit environ 358.

lim —0,05x=—-ccet lim eX =0donc lim e "%5r =
X—+o0 X——mo X—+oD
P . 005 ) 800
Onendéduitque lim 14+15e """ =1letque lim ————— =800.
X—+00 r—+00 ] + 15e—0.05x

Donc ]irp f(x) =800, ce qui prouve que la courbe ¢ admet la droite d'équation
X—+00
¥ = 800 comme asymptote horizontale en +cc.
600e”"05%

. Sur [0; +ool, f'(x) = .
(1+15e-0.05x)

# 0 —_ i
Or pour tout réel X, on sait que et > 0, donc e 0,052

(1+15e7295%)* > 0 donc f'(x) > 0.

= () pour tout x.

On en conclut que la fonction [ est croissante sur [0 ; +ocol.
. On résout l'inéquation 15 %%* _1 > 0,

I3 & I 1 1
150052 _ =0 = 15e~005x =21 = g~ 0:05x = E = —0,05x = ln(l—]

ln[ﬁ] - xe —In(15)

~0,05 T -0,05
. On admet que la vitesse de croissance de la population de cette espece, exprimée

— X =

= x<20In(15)

en nombre d'individus par an, est modélisée par la fonction [
a. Pour étudier la convexité de la fonction f sur l'intervalle [0 ; +ool, on déter-
mine le signe de la dérivée seconde ["(x).



30”00 i
D’apres le tableau: f"(x) = 15~ 005x _ 1).

(1+15e-0.05x)

D'apres ce qui a été vu précédemment, f"(x) est du signe de [15&‘0'“51 - 1].

X 0 201In(15) +06
15e”00% 1 - 0 -
f(x) + 0 -
[ convexe [ concave

En x = 201In(15), f"(x} s'annule et change de signe, donc la courbe ¢ admet
un point d'inflexion.
Si x = 201n(15), 15e7 %% -1 = 0 donc 15e~*05*20In15)

800 _ 800
1+ 15e-0.05x20In(15) ~ 1 4]

Donc le point de coordonnées (20 In(15),400) est le seul point d'inflexion de
la courbe .

f(20In(15)) = =400

. La direction de la réserve affirme : « Au vu de ce modele, la vitesse de crois-
sance de la population de cette espéece va augmenter pendant un peu plus de
cinquante ans, puis va diminuer ».

On établit le tableau de variations de la fonction " qui modélise la vitesse de
croissance de la population de cette espece, exprimée en nombre d'individus
par an.

X 0 201n(15) +00
f"(x) - ] —
f

Or 20 In(15) = 54,2 donc la direction a raison.
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