Corrigé du DS13 Mars 2026

Terminale Maths groupe 2

Exercice d’échauffement
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Exercice |

On considére la fonction f définie sur l'intervalle |0, + oo par:

In (x)

flx)=

1. On calcule les limites de f en 0 et en +oo.

lim In(x) = —oo

x2

fc>0 quotient _ In(x)

lim x% = 0" 2
= —0 x

x—0 x=0

x=0

+ 1.

x—0

o — lim[
x=0

x—0
x=0

lim f(x) = —o0

Puisque lin}]f(xj
>0
verticale a la courbe ‘Ef.

Par croissance comparée lim
X—+00

In(x)

X

=0 — lim [
X—+0oo

i =1

In(x)

In(x)
2 + 1)

—00

—o0, la droite d'équation x = 0 (axe des ordonnées) est asymptote

) +1)=1

Puisque xlil_"[_l f(x) =1 la courbe ¢ admet la droite d'équation y = 1 pour asymptote
—+00

horizontale en +oo.
2. Lafonction f est dérivable sur |0, +oo] :

— x x?—2xxIn(x)

_x-2xIn(x) x(1-2In(x))

1-2In(x)

flo== 7

1l

A3




3. Surlintervalle ]0; +oo[ ona x° > 0, donc f'(x) est du signe de 1 —2In(x).

4.

Variations Ze . 2
de f = —+1
/ \ -
—00 1

1
1-2In(x) 20 <= -2In(x) =2 -1 < In(x) < > — x< e (car x — e* est croissante)

1

X 0 e3 +00 | ln(ez

f[ez] B 2 Tl
Signe 0 B [ei)
de f'(x) + _ 1
1+2e _ 2 4

1+2e

= =~ 1,184
2e

. 1 . . . .
a. Sur l'intervalle ]0: ezl la fonction f est continue et strictement croissante avec

1 1+2
liII(l} f(x) = —o0et f[ei) =— c > 0, donc, d’apres le corollaire du théoréeme des
x— c

x=0
valeurs intermédiaires, |'équation f(x) = 0 admet une solution unique a.

1 . . . o
Sur l'intervalle [ez ; +oo[ la fonction f est continue et strictement décroissante
avec litP f(x) =1, doncI'équation f(x) =0 n'admet aucune solution.
X—+00

Finalement I'équation f(x) = 0 admet une unique solution a sur ]0; +ool.



. Ala calculatrice, on trouve :

0,65<a<0,66

1
. D’apres les questions précédentes et puisque la fonction f est croissante sur ] 0; ez l

1 . . P
et décroissante sur Iez : +oo[. la fonction [ est strictement négative sur ]0; af,
s'annule en a et est strictement positive sur Ja ; +ool.

. Soit H le projeté orthogonal de M sur |'axe des abscisses. Le triangle OHM est rec-
tangle en H, on peut donc appliquer le théoréme de Pythagore :

OM? = OH? + HM? =| 2% + [In(x))?

. On consideére la fonction h définie sur ]0 ; +oo[ par h(x) = x2 + [In(x)]°. Elle est dé-
rivable puisque somme de fonctions dérivables, et sa dérivée est :

In(x)

o
al :2x(1+1n#) = 2xx f(x)

1 2x% +2In(x) 2‘“{[1 *
h(x) =2x+2x—xIn(x) = =
X X x

X

Or, pour tout x €10 ; +oo[, ona 2x > 0, donc h'(x) est du signe de f(x).
Donc, d’apres la question 4.c., h'(x) est négatif sur ]0 ; @] et positif sur [a ; +ool.
Donc h admet un minimum en x = a.

La quantité OM? admet donc un minimum en a.



c. Pour x=a, ona OM?® = @ + (In(a))?.

a est la solution de I'équation f(x) =0, done f(a) =0.

|
1rl[;'::|+l=[] — In{a) = —a?
Ve

Donc = {11‘1[|:|:]]|2 =g’

Le minimum de OM? est donc a” + a*.
Puisque la quantité OM? admet un minimum en a et que d est la valeur minimale

de OM :

d = b’/a2+a4=a\f1+u:2
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Exercice Il

Partie A

1. —x*+7x+8=0admet —1 comme solution évidente. L’autre solution de I'équation
du second degré est donc 8.

Le trindme est négatif (du signe du coefficient de x?), sauf entre les racines, d’ot1 le
tableau de signes de x — —x* +7x+8:

X —00 -1 8 +0o0

signe de —x* + 7x + 8 - 0 + 0 -

L'ensemble des solutions de l'inéquation —x>+7x+8 = 0 sur R est I'intervalle
[-1; 8]

2. Pour tout nombre réel x appartenant a l'intervalle 10 ; 8], —x*+7x+8>=0.Doi1en
ajoutant 1 2 chaque membre —x* +7x+9 > 1.

Comme la fonction logarithme népérien est une fonction croissante on a pour tout
x appartenanta]0; 8], In(—x*+7x+9) = In(1). C'estadire In(—x* + 7x+9) > 0.

Pour tout x appartenant a ]0; 8], x > 0 et 10In(-x*+7x+9) > 0, donc f(x) =
10In(—x* +7x+9)

=

X

3. Surl'intervalle [0 ; 8] la courbe représentative est au dessus de |'axe des abscisses.

Partie B

10In(—x*+7x+9)
1. Pourx€]0; 8], M| x, P etdonc N(x,0) etP|0,

10In(—x*+7x+9)
p :

2. Comme pour x € ]0; 8], I'abscisse de N est positive et 'ordonnée de P est positive.
10In(-x*+7x+9)

X

On peut écrire ON= x et OP=

Laire de ONMP vaut ON x OP donc :
10In (—x*+7x+9)

X

Vxel0; 8] «/(x)=xx

=10In(-x*+7x+9)

3. Sur]0; 8], —x*+7x+9 > 0 donc < est une fonction dérivable de la variable x sur
10 ; 8] comme composée de fonction définies et dérivables.
—2x+7

-x2+7x+9

S'il existe x € ]0; 8] telle que <7 (x) soit maximale, il faut que «#'(x) =0

Vxe]0; 8, & (x) =10 x

Pour x€]0; 8[, —x*+7x+9>0, «/'(x) est donc du signe de —2x+7.
') =20 = =2x+7=0
=z

7
A'x) =20 = xs;i



& est croissante sur et décroissante sur

i
0; -
2

7
—: 8].
2

: 7 . : :
La dérivée s'annule en 5en étant positive avant puis négative apres, donc la fonc-
tion &/ a un maximum sur |0 ; 8], :

7
<f (E) =10In(17) + 10In(5) — 201In(2) = 30,56

Partie C

A taper!

Exercice lll

On considere les suites (v,) et (w,) définies pour tout entier naturel n par:

Vo In(4) .
t =(—-1+ n
{ Ups1 = In(—1+2e"") e wp = ( e

On admet que la suite (v,) est bien définie et strictement positive.
1. o vy =In(-1+2e") =In(-1+2e"*) =In(-1+2x4) = In(-1+8) = In7 (valeur appro-
chée ligne 4 colonne 3)
e wy=—1+e% =—1+e"=_44=3 (valeur ligne 3 colonne 4)
2. a. Il fautsaisir la formule 2.
b. On peut penser que la suite (v,) est croissante
¢. Démonstration par récurrence :
Initialisation:on a vg =In4 et v; =In7 :la croissance de la fonction In assure que
Vo < 1.
Hérédité : on suppose que pour n €N, v, < V41, alors:
e’n < en+1 par croissance de la fonction exponentielle
2e"n < 2e"n+1 la multiplication par +2 respecte I'ordre
—1+2e"" < —1+2e"+1 I'addition respecte I'ordre

In(—1+2e"") <In(—1+2e"#+!) par croissance de la fonction logarithme népérien
(on a supposé que la suite (v,) est bien définie donc que tous les nombres de la
forme —1 + 2e"" sont supérieurs a zéro) ; soit finalement



Un+1 < Unyo2 : 'inégalité est vraie au rang n + 1.

Conclusion : I'inégalité est vraie au rang 0 et si elle est vraie aurang n € N elle I'est
aussi au rang suivant : d’apres le principe de récurrence :

quel quesoitneN, v, < vp41

La suite (v,,) est croissante.

. QuelquesoitneN, w,=-1+e", donc

Wpey = —1+elmt = —14+enC1426™) = 114 2eVn = 24 2e" =2(-1+e"):
finalement

Quel que soitneN, wy4+1 =2w, : cette égalité montre que la suite w,, est géo-
métrique de raison 2 avec pour premier terme wy = 3.

. On sait qu’alors le terme général w,, est égal a:
w,=3x2"

Or par définition w, = -1+e"" =3x 2" < e"" =1+3 x 2",

Par croissance de la fonction logarithme népérien : v,, = In(1+3 x 2") pour tout
entier naturel.



