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A la question 5), faire directement une IPP comme suggéré (pas au programme du sujet de U'époque).
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Exercice lll

On considére la fonction f définie sur I'intervalle [0; 1] par: f(x) =
Partie A

1+el-x"

1. Etudions le sens de variation de la fonction f surl'intervalle [0; 1].
_{_ nel—x B el—x
(1+el=¥)2  (1+el~%)2’

f est dérivable sur [0 ; 1] avec pour tout xe [0; 1] : f'(x) =
Pourtout x [0; 1], e *>0et (1 +e! )2 >0.
On en déduit que pour tout x € [0; 1], f'(x) > 0 et donc que f est strictement croissante sur [0 ; 1].

2. Enremarquant que e=e' , et que pour tout réel x, e* x e* = 1, on peut écrire :

1 et e’
f{x]= —x= —X = X *
l+exe (1+exe Yet e*+e

u
3. f est dérivable sur [0 ; 1] donc continue et est de la forme — ; elle admet donc comme primitive pour tout
u

x€[0; 1] la fonction F définie par : F(x) = In(e* +e).

1
On en déduit que : ’. flx)dx= Iln{ex+e)|;=ln(29}—ln[l+e}=ln(2]+ln[e]—ln{1+e]=1n[2]+1—ln[1+e}.
Jo

Partie B

Soit n un entier naturel. On considére les fonctions f; définies sur [0; 1] par: f,(x) = Tinelz
nel-
On note %}, la courbe représentative de la fonction f, dans le plan muni d'un repére orthonormé.

1
On considére la suite de terme général u,, = j fr(x)dx.
0

1. On a tracé en annexe les courbes représentatives des fonctions f,; pour n variantde 1 a 5.

Pourtout xe [0; 1], ona: fo(x)= ——— ==
1+0xel™*
La courbe %€ représentative de la fonction fj est le segment d'équation y= 1 avec x € [0;1] .

2. Soit n un entier naturel.

Pour tout x € [0; 1], on a: f,(x) = > 0. On en déduit que u, représente l'aire sous la courbe %€},

I-x
e
délimitée par I'axe des abscisses, et les droites d'équations x=0et x = 1.

1
On a en particulier ung ldx=[x]j=1
0

3. Il semble que la suite (u,) soit décroissante car les aires sont de plus en plus petites. Démontrons-le.

Soit n un entier naturel.

1 1 —e'™¥ <0
l+(n+le=* l1inel=* (1+ne! Y)(1+(n+lel-%)
On en déduit que pour tout réel x € [0;1], on a : fj+(x) < fr(x) et comme par intégration sur un intervalle,

Pour toutréel xe [0; 1], ona: fps1(x) — fu(x) =

1 1
I'ordre est conservé, on a pour tout entier naturel n, f frr1(x)dx < f frlx)dx et up, < uy.
0 (i}

Ce qui prouve que la suite (1) est strictement décroissante.

4. Soit n un entier naturel.

1 1
Pour toutréel xe [0; 1], ona:fa(x) = ——=— >0etdonc [ fa(x)dx>0
Jo

1+ ne!
Ce qui prouve que la suite (1) est minorée par 0.

La suite (u,) est décroissante et minorée par 0 donc elle converge et par conséquent elle admet une limite finie.



Exercice IV

Partiel

1. a. g =hxe *=g')=nxe*-hxe ™"
g est solution de E,, si et seulement si :

xi‘!

I e
g+g-n!ex

—

ooxt x
H(x)e ™ = h(x)e *+ h(x)e ™ = Fe‘l — h'(x)e ™= Fe"‘ et comme e~ # 0, quel que
- !
soit x € R, on a finalement h'(x) = —.
n

n

c X
b. Une primitive de - est TSI = T

n+l .xn+l n+1
!,donc hix) = CFSI

+ K et comme h(0) =0, il

en résulte K = 0.
n+1

Donc h(x) = D! Comme g(x) = h(x)e ¥, on a finalement quel que soit x réel :
n+1)!
n+l
_ -x

A T
x.ﬂ

2. a. @ estsolution de (E,) si et seulement si ¢ + ¢’ = —Ie‘x
!

x?}'
g est solution de (E,) donc g'+ g = Fe"‘. d’ol par différence

p+¢ —(g'+8) =0 < (p-g)'+(p— g =0 (par linéarité de la dérivation.
Donc ¢ est solution de (E,,) si et seulement si ¢ — g est solution de I'équation :

(F) y+y=o.

X

b. On sait que les solutions sont les fonctions x — Ce™, avec C e R.

c. Les fonctions ¢ — g sont donc les fonctions Ce™™, donc ¢(x) = g(x) + Ce™ ™ soit finalement :

n+l1
@(x) = o I)Ie_x +Ce ¥, CeR.
d. Ta solution vérifiant (p(0) =N est telle que 0+ C =0 < C =0
Finalement :
xn+1 Ly
flx) = fn+1]Ie sur .
Partie Il

. @ fi produit de fonctions dérivables sur R est dérivable et sur R,
fix)=e *—xe ™.
Donc f{(x) + fi(x) =e™* —xe™* + xe™* = e™*, c'est-a-dire que fi est solution de I'équation
différentielle y' + y = fo.
1
b. Initialisation : pour n =1, fi(x) = %e"“’ est solution de I'équation différentielle y' + y =
fi-1 et f1(0) =0, d’apres la question précédente.
n
Hérédité : on suppose qu’il existe n € M tel que f,(x) = x—le‘x .
H.

I
Par définition fj, vérifie f, | (x) + fus1(x) = Ee‘x et fp4+1(0) =0.



D’aprés la partie 1, la fonction solution de I'équation différentielle ci-dessous est :

n+1

_ -Xx
fnr1(x) = TSN

L'égalité est vraie au rang n + 1. Uhérédité est démontrée.
On a donc démontrer que pour tout naturel n = 1,

x?! x
fn(x) = Ee .

2. a. Ona0<x<1 < —1< —x<0etpar croissance de la fonction exponentielle
n

x
0 s0it 0 < e”! < e* < 1, puis par multiplication le nombre positif =, on
n!
n

el<e*<e

=X

. e
obtient 0 < x" L —,
n! n!

n

1
Par intégration sur [0; 1], 0< 1, {:f x—l dx.
o n!

1 .1 1 n+lql n+l g1 1
Orf x—dx: ad = ad = .

o n! n+l n! |, (n+!y (n+1)
Conclusion 0 < I, £ ——.

(n+1)!
Comme lim =0, on en déduit que :
n—+co (n+ 1)!
lim I,=0.

=400

b. Sik>1,etxe[0; 1],0ona f(x) + fi.(x) = fr_1 ().
En intégrant cette égalité sur [0; 1] :

1 1 1 1
j{; fé(x}dx+L fﬂx}dx:j{; fi-1(x)dx = j; fé{x]dx+fx =, = It-1;, =
1
_f{] fre-1(x)dx = —fx(1) + fr(0) = — fie(1).

Or —fi(1) = —ie‘l.

k!
1
Conclusion : Iy = I = -Fe‘l.
1 . - 1
c. Iy =f e Ydx= [—e_l]ﬂ=l—e_1=1——.0na:
0 e
1
Il —I() = —?E-l
. |
L-1 = 2Ie
1
_ _ I |
I;L- Ik-l = k‘e

En faisant la somme membres a membres de toutes ces égalités :

1 1 1 1 1 1
Iy —Iy=- E+E+---+E = I =1I)- ﬁ+§+m+E]=
_1 [1 1 l) .
l-e" = |—+ —+---+ —|, 501t encore
1 2! k!
1 1 1 LA |
TS B N -4 -1
I,=1-¢ TR +kT]_1 ;L:bk'e

1
d. Le résultat précédent peut s'écrire Z —Ie_l =1-1,.0navuque
k=0 ™
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Exercice V

&
On note ] a:f ——dt etpour k€ N*, on pose I(a) = —dr.
DR~ G O il poseleld)= . wegen

1. Commea=0,1+t>0sur[0; a],donc Iy(a) = [In(1+ t)]f,z =In(1+ a).
2. I (a)—fa e
B TR
Al'aide d’'une intégration par parties, en posant pour £ > 0

ul)=t—-a ; V(=
(1) (1) (l'il't)z
!
u(t=1 o v(t) = ——
(1) (1) T
on obtient par continuité des fonctions u’ et v’ :
t—al® (% 1 t—a u
La)=|-—| + —dt=|-——+In(1+1)| =In(l1+a)-a.
1+t 0 0 1+[ ].+[ 0

3. De méme al'aide d'une intégration par parties, en posant pour ¢ > 0:

2
(l+t)k+2
dt)y=(k+Dt-a* ; v)=-

u(t) = (t— a)**! s V()=
-1

k+2-D1+ 021 (k+ D1+ nk

on obtient par continuité de «’ et v’ pour ¢ > 0,



1
(1+ p)k+2

W= (k+Dt-a* ; v)=-

u(t) = (t—a)k+! ;o V(D=
-1

(k+2-1)(1+ pk+2-1 - (k+1)(1 + p)k+t!

on obtient par continuité de u' et v’ pour t :> 0,

)k+1 a (t-— a (_a)k"'l
I a) = t=—+1i(a)=
£+1(4) Uc+1) 1+ 0k | IJ Wrpet 9= gy Hh@
(-1 )k+1 k+1
I (a) = T + It (a) pourtout kelN* etpour toutréel a > 0.
4. Soit P le polynéme défini sur R par P(x :—x5——x +—x3——x2+x

En utilisant la relation de récurrence precedente,
a* a*
L(a) = > +L(a)=In(1+a) -

—(13 az a_3
La)=—+ L@ =In(l+a)-a+—-—,
3(a) 3 2(a) ( ) > 73
Iy(a) a4+I(} In(1+ a) +a2 a3+a4
a)=— a) = a—-a+———+—,
4 R 2 3 1
_a5 az a.'i 6',4 aﬁ
1 =—+1 =n(l+a)-a+ —— —+ — — —.
5(a) 5 s(@=In(l+a)-a -3t T

La derniere égalité peut s'écrire d’apres la définition de P,
Is(a) =In(1 + a) — P(a).

I—a]ﬁ a_
0 6
6. a. En partant de l'encadrement :
0<t<a=>1<1+t<1+a=>15<1+n°<(1+a)f
1 1

(par croissance de la fonction x — xﬁ] =0 < < <1l=>
(1+a)® (1+ 18
(t-a)® _(t-a)

< <0O(cart—a<0.
(1+0% ~(1+a)b (

_ (r—a)’
Conclusion : pour tout t € [0; a], ——— = (t — a)°.
—a)’
(1—a) -

1+08 =
On intégre cette double inégalité entre 0 et a pour obtenir :

a _ 5
f (r—a]5d£$§f (i-a) dr<o0
0 o (1+1n8

soit, J(a) < Is(a) < 0.

5. J(a)= fa(;— a)®dt =
0

(t-a) <

b. On vient de démontrer que (t — a)® <




7. D'apres la question 4, I5(a) = In(1 + a) — P(a) ce qui implique
|I5(a)l = |In(1+ a) — P(a)| = —I5(a), car d’aprés la question précédente
Is(a) <0.0navuque J(a) < Is(a) < 0 soit en prenant les opposés :
0< Is(a) < —J(a).
On adonc |In(1+ a) — P(a)| < —J(a) soit ﬁnaéement :

a
Pour touta € [0 ; +ool, |In(1 + a) — P(a)| < E

8. Pour avoir une approximation a 10~ pres il suffit que

6
a 1/6

FQIO‘S < a®<6-107 < a<(6-107%)

La calculatrice donne a < 0,4262.

Un intervalle sur lequel P(a) est une valeur approchée de In(1+a) 2 1073 pres
est donc [0; 0,426].



