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Exercice Il

1. f,estune somme de fonctions dérivables sur R donc dérivable surRetona:
VxeR, f(x)=e""%-2
filx)>0 = e "-2>0 = e"%>2 < x—a>In2 <= x>a+In2

[ (x) s’annule et change de signe pour x = a+In2 en étant négatif puis positif donc f, admet
un minimum en a +In2 égal a

fala+In2)=e®M- _3(g+In2)+e®=2-2a—2In2+e"

X —00 a+In2 +0o0
falx) - ! +
fa \ /
fala+1In2)

2. Ena+In2,ona f(a+In2)=2—-2a—2In2+e".
Afin de minimiser ce minimum, on étudie les variations de la fonction ¢ dérivable sur R et
définie par ¢(a)=2—-2a—2In2 +e“.
@'(a)=—-2+e%;
e 2+e?>0<c=e%>2 <— a>In2;
e 2+e%<c0 = e%<2 < a<lIn2;

@' (a) s'annule et passe de négatif a positifen a=In2.

X —00 In2 +00
@' (x) - (] +
4—4In2

Prendre a = In2, minimise donc le minimum de f, qui est égal a
@(n2)=2-2In2-2In2+e"?=4—-4In2.

Exercice lll

&1 a) 8(t) = 12,5 équivaut a 25 — 10e®'" = 12,5

c'est-a-dire e”'" = 1,25 soit 0,1t = In(1,25).
Donc t = M ett~2,2.
0,1
La température atteindra 12,5 °C au bout denviron
2,2 minutes.
b) 6(t) = 0 équivaut a 25 — 10e”'" = 0 c'est-a-dire

e®'=2,550it 0,1t =In(2,5).



Donc t = In(2,5)

ett~ 9.2

!

La température atteindra 0°C au bout denviron

9,2 minutes.

€71 a) Les abscisses de chacun des points d'intersec-
tion de la courbe avec I'axe des abscisses vérifient 'équa-
tion f(x) = 0 clest-a-dire (In(x) — 1)(3 — In(x)) = 0 soit

X=E'DUX=E'3.

Les abscisses de chacun des points d'intersection de

la courbe avec I'axe des abscisses sont e et e°.

b) On peut dresser ce tableau de signes.

X 0 - e’ + 00
In(x) — 1 - 0  + +
3 —In(x) + + 0 -
f(x) -0 + 0 —

f est négative sur|0; e] Ule®; + c|.
f est positive sur e ; e’[.

64b)

b) On résout I'équation dans l'ensemble E des nombres
réels xtelsque2x— 3 >0,x+ 1 >0etx— 3 > 0 clest-

a-dire X}%, x>—1letx>3donc E=3;+oc|.

Pour tout réel xde E, In(2x — 3) — 2In(x+ 1) = In(x — 3)
s'écrit aussi In(2x — 3) = In((x + 1)?) + In(x — 3) soit
In(2x—3) = In((x+ 1)*(x—3)).

Ce qui équivaut a3 2x — 3 = (x + 1)*(x — 3) soit
2x—3= (¥ +2x+1)(x—3) Clest-a-dire ¥’ — ¥ —7x=0.
x> — ¥ — 7x = 0 équivaut 3 x(¥* — x — 7) = 0 soit

1++/29 1—29
x=0, x= ou x—= .
2 2
Seul H_z 2 appartient a E.
Donc 52{1-0-2.29}'



Exercice IV

1. a. lim f(x) = lim [5x% + 2x - 2x°In(x) |

x¥—0 =0
x>0 x=0
linil] (5x*+2x)=0 par
x— ) somme ., 2 2
Par croissance comparée lim x*In(x) =0 [ = }}_‘?}, [5x° +2x-2x"In(x)]| =0
ch;g x=0
lim f(x)=0
x—0
x=0
. _ . 2 2 _ . 2 2
b. lim f(x)= lim [5x*+2x-2x’In(x)| = lim x?|5+—=-2In(x)
X—+00 X—+00 X—+00 X
2 2
im =—=0 = Ilim (5+—)=5 b 9
roreox rreo x — lim [5+=-2In(x)|=-o0
X

X—+00

lim In(x)=+00 = lim -2In(x) = —oco
X—+00 X—+co

- 2 _ par
xEme =+00 produit 2 2
— lim x°|5+—-2In(x)| =-o0
2 xX—+o0o X
lim |5+—-2In(x)| = —c0
X—+00 X

i 0=




f’(x] 5x2x+2-2 2,\:><ln(x]+.!cz><l =10x+2-22xIn(x)+x] =10x+2—4xIn(x) - 2x
X

|8x+2—4xln(x] |

f'(x)=8-4

=8—-4In(x)—4=4-4In(x) =|4[1-In(x)]

b. La courbe € est au-dessus de ses tangentes si, et seulement si, f est convexe, ce qui équivaut a
f"(x) est positif.
') =20 < 4[1-In(x)] 20 < 1-In(x) 20 < -In(x) = -1 < In(x) <1 < x<e (car
la fonction In est strictement croissante sur ]0 ; +oo[).

1
1xIn(x)+xx—
X

La courbe ‘r?f est donc au-dessus de ses tangentes sur 'intervalle |0 ; e].

X 0 e 400
Signe de 5
f"x) i ® )
de+2
Variations
de f’
2 —co

f'(e)=8e+2—4eln(e) =8e+2—4e=4e+2

4. a. Sur]0; e],lafonction f'eststrictement croissante avec lim f'(x) = 2, donc pour tout x € ]0 ; e],on
x—0
x=0

a f'(x)>0.

Sur [e; +;nfty], la fonction f’ est continue (puisque dérivable) et strictement décroissante.
De plus, f(;exte) =4e+2>0et xli'rP f'(x) = —00. 0 € |—00; 4e+ 2|, donc, d’apres le corollaire
— T

du théoréme des valeurs intermédiaires, I'équation f’(x) = 0 admet une solution unique a sur
[e; +ool.

Au final, I'équation f'(x) = 0 admet une solution unique @ sur ]0 ; +ool.

Ona:

7.87<a<788]




b. On sait que sur]0; e] on a f'(x) > 0. Puisque [’ est décroissante sur [e; +oo[ et qu’elle s'annule
ena, f'(x) =0sur [e; a] et f'(x) <0sur [a; +oo[. Donc f(x) est positif sur |0 ; a] et négatif sur

[a; +ool.
X 0 a +00
Signe j: B
de f'(x) + 9
fla)
Variations
de f
0 —00

5. Ona f"(a) =8a +2—4aln(a), donc:

fll@=0 < B8a+2-4aln(a)=0
<— daln(a)=8a+2
< In(a)= M (@#0)
4a
— |In@= da+1
2a

Exercice V
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BONUS
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