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Exercice lll

1. D’apres le texte :

15 10

* ay=ay——ayg+—byp=1700-255+130 =1575
100 100
10 15

* by =by———bp+——ap=1300-130+255 =1425
100 100

2. Comme on suppose que durant I'’étude, aucun sportif ne quitte le groupe, on a,
pour tout entier naturel n, a,, + b,, = 3000.

15 10
3. D’apresle texte,ona: a,+1 = a, — —a, + —Db,,.
p ntl 100 " 100
Or a, + b,, =3000 donc b,, =3000 - a,. On a alors :
15 + 10 (3000 ) 15 + 10 x 3000 10
Apy1 = Ap — a —-a,)=a i —-——a
kL = S 12050 "7 100 . " " T00°" " 100 100 "
= a, — —a, +300 = —a, +300 = 0,75a, + 300
100 100
4. a. Soitla propriété: 1200 < a,,+ < a, < 1700.

e Initialisation
ayp=1700et a; =1575donc 1200 < a; < ag < 1700
Donc la propriété est vraie pour n = 0.

e Hérédité

On suppose la propriété vraie au rang n, soit 1200 < a4+ < a, < 1700;
c’est 'hypothese de récurrence.

1200 < a,4q < a, <1700

< 0,75x 1200 < 0,75 x dp+1 < 0,75 x a, < 0,75 % 1700

<> 900<0,75 % ap.q <0,75x a, <1275

< 900+300 < 0,75 x dns1 +300 < 0,75 x a,, +300 < 1275 + 300
< 1200 < ans2 < an+1 <1575

Or 1575 <1700 donc 1200 < an+2 < an+1 < 1700.
La propriété est donc vraie au rang n + 1 donc elle est héréditaire.

e Conclusion
La propriété est vraie au rang 0 et elle est héréditaire pour tout n > 0;
donc d’apreés le principe de récurrence, la propriété est vraie pour tout
n=0.
On a donc démontré que, pour tout n, 1200 < a4 < a, < 1700.

b. Etude de la convergence de la suite (ay).

e PourtoutneN, a,+1 < a, donc la suite (a,) est décroissante.

e PourtoutneN, 1200 < a, donc la suite (a;) est minorée.

La suite (a,),en est décroissante et minorée donc, d’apres le théoreme de la
convergence monotone, elle est convergente.



5. Soit (v,) la suite définie pour tout n par v, = a,, —1200; donc a,, = v, + 1200.
a. Upyl = Apeq—1200=0,75a, +300—1200 = 0,75 (v, + 1200) — 900
=0,75v, +900—900 = 0,75V,
vo=ap—1200=1700-1200 =500
Donc (v,) est la suite géométrique de premier terme vy = 500 et de raison
g =0,75.

b. On en déduit que, pour tout n,ona: v, = vgx g" =500 x 0,75".
c. On sait que, pour tout n, a, = v, + 1200, donc a; =500 x 0,75" +1200.
6. a. -1<0,75<1donc lim 0,75" =0; on en déduit que lim 500x0,75" =0 et

H—+00 n—+oo
donc que lim a,=1200.

n—+oo
b. On peut donc dire qu’a long terme, le nombre de sportifs dans le club A va
tendre vers 1200, et donc que le nombre de sportifs dans le club B va tendre
vers 3000 - 1200 = 1800.

7. a. Oncompléte le programme Python ci-dessous afin qu’il renvoie la plus petite
valeur de n a partir de laquelle le nombre de membres du club A est stricte-
ment inférieur a 1 280.

def seuil():
n=0
A=1700
while A>=1280:
n=n+1
A=0.75%A + 300
return

b. Avec sa machine a calculer, on trouve sans peine que la valeur renvoyée est 7.
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Remarque : dans 'absolu, cette derniére question nécessite d’utiliser la notion de limite de fonctions
composées, cela sera tres bient6t traité.
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Exercice VI

_un_4

On considere la suite (u,,) telle que 1 = 0 et pour tout entier naturel 7 : u,+; = -
Up

On admet que u, est défini pour tout entier naturel 7.

—up—4 _0-4 4

1. u) = = =—=-
o+3 0+3 3
4 4 12 8
oot —(3)-4 3-F -5,
2= - 4 “T4,9 5 5
m+3  -3+43  —3+3 3

2. On consideére la fonction terme ci-dessous écrite de maniére incompléte en langage

Python; on la compléte de sorte que, pour tout entier naturel n, 'instruction terme
(n) renvoie la valeur de u,,.

def terme (n)
u=2~0
for i in range(n):
u=(-u-4) / (u+ 3)
return(u)

-x—-4

x+3
f est une fonction rationnelle donc elle est dérivable sur son ensemble de définition
doncsur|—-3; +ool.

3. Soit la fonction f définie sur] -3 ; +oo[ par: f(x) =

-1(x+3)—-(—x—4) x1 B -x-3+x+4 _ 1

(x +3)2 (x+3)2  (x+3)2
donc la fonction f est strictement croissante sur ] —3; +ool.

Sur|-3; +oo[, ona: f'(x) =

>0;

4. Soit 22, la propriété: -2 < uy.1 < Uy.
e Initialisation
Pourn=0,ona:u,=uy=0et i, 1 =u = fg;doncona;72<u1 < Uy.
La propriété est vraie au rang 0.
o Hérédité

On suppose la propriété vraie au rang n = 0, c’est-a-dire : =2 < w41 < Uy; c'est
I'hypotheése de récurrence.

Comme -3 < -2 et que —2 < Uy, < Uy, On se place ans l'intervalle | - 3 ; +ool.
Sur cet intervalle, la fonction f est strictement croissante donc :

—2<Upy1 S Uy = f(—2] < f(un+l) < f(un)

—(-2)—-4
f(=2)= 2.3 % JFupi1) = upiz et fuy) = tps

Donc f(=2) < f(up+1) < f(uy,) équivaut a =2 < v, 2 < Upy-
On a donc démontré que la propriété était vraie au rang n + 1.
* Conclusion
La propriété est vraie au rang 0, et elle est héréditaire pour n > 0. D’aprés le prin-

cipe de récurrence, on peut dire qu’elle est vraie pour tout entier naturel n.

Pour tout entier naturel 7, onadonc: -2 < w1 < Uy.
5. Onavuque:
* pour tout n, u,.1 < U, donc la suite (u,,) est décroissante;
* pour tout n, -2 < u, donc la suite (u,) est minorée.

D’aprés le théoréme de la convergence monotone, on peut en déduire que la suite (u,,)
est convergente.



) 1
6. Soit la suite (v,,) définie pour tout entier naturel n par: v, = 5
Up+

existe

On remarque que, pour tout n, u, > —2 entraine u, +2 > 0 donc v, = T2
Up

pour tout n et est strictement positive (donc non nulle).

1 1 1
a. Vg = :—:—:0’5
up+2 0+2 2

b 1 1 1 Uy +3
. U +1 = = — — = — — =

! Un+1+ 2 1?134 +2 = u4_:23u"+6 Un+ 2

Up+3 1 Up+2
Uny1=VUn = - = =1

Up+2 uUp+2 B Uy +2 B
Donc la suite (v,;) est arithmétique de raison r = 1 et de premier terme vg = 0,5.
La suite (v,) est arithmétique de raison r = 1 et de premier terme vy = 0,5 donc,
pour tout n, v, =vp+nxr=0,5+n.
1 1 1 1
— —=uy+2 <= u,=—-2doncu, =
Upy+2 Uy Up n+0,5
=0,etdonc lim wu,=-2.
n—+co

C.

—2, pour tout n.

Up =

d. lim (n+0,5) = +codonc lim
n—+oo n—+oco n+0,5



