Terminale Maths Groupe 1 Corrigé du DM13 (partie 1) Mai 2025

Exercice |

Partie A : étude de la fonction f.

1
f(x) :x—2+§lnx, sur]0; +ool

» Limite en 0 : On sait que lim x -2 = -2 et que lim Inx = —co, donc par somme de
x—0 x—0*

limites lim f(x) = —oco.
x—0*
e Limite en plus I'infini :

Ona lim x= lim Inx=+co, d'ou par somme de limites: lim f(x)= +oco.
X—+00 X—+00 X—+00

b. Sur!'intervalle de définition f est une somme de fonctions dérivables et sur cet intervalle :
P PV LI
2 x 2x 2x
c. Onasuccessivement:0<x=>0<2x<2x+1et

2x+1>2x>0= >1>0:donc f'(x) >1>0: f'(x) >0 donc f est croissante sur

X
10 ; +oo[ de moins I'infini a plus l'infini.

d. [’ estelle-méme dérivable sur ]0 ; +oo[ et sur cet intervalle, en dérivant la somme 1 + e
X

on obtient :

F(x) =0+% N (_i] - L

x2 2x2°
; . 1
Orx>[}=>.rz:>0=>2.rz>0=>F>Uetenﬁnf”[x]<0.
X

Conclusion : la fonction f est concave sur |0 ; +ool

2. a. Surlintervalle ]0; +oo, la fonction f est continue car dérivable sur cet intervalle et stric-
tement croissante de moins a plus I'infini : d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires,
il existe un réel unique a €]0 ; +oo[ tel que f(a) =0.

Comme f(1)=1-240,5xInl=-1et

In2 In2
f(2)= 2_2+T = > >0, le méme théoréme appliqué al'intervalle [1; 2] montre

que a€[l; 2]
b. Onadonc:
e f(x)<Osur]0; al;
e f(x)>0sur]a; +oo[;
s fla)=0.
c. Le dernier résultat s'écrit :

1 1
r:r—2+Elncr,:U — Elna::Z—az «— lnha=22-a)

Partie B étude de la fonction g

7. 1 .
Sur]o; 1], g(x) = —§x3+x— zx‘g Inx.



1. g est une somme de produits de fonctions dérivable sur ]0; 1], elle est donc dérivable sur cet

intervalle et

7 1 1 8 1
=——x+l--xlnx-x—-=-—-x+1--xlnx=
2 4 1 2

7 1 , 1
g’(Jc]I:—Z><—,\c+1——(2.xlnx+x.z X —
8 4 4

X

xlnx
1-2x-—

1 1
Puisque x # 0, on peut factoriser x et g'(x) = x [— -2- lnxz).
X

1 1 1 1
Posons X = — <= x= X ;enremarquantque X =—=InX =1In (—] = —Inx, on peut écrire :
X X X

g'(x)= 1 [X—2+llnX]. soit g'(x) = xf(l)
X 2 X

2. a. On a vu dans la partie A que 0 < x < @ = f(x) < 0, soit en prenant les inverses de ces

nombres positifs :
1 1 (l

—<==f >0.

a X X

b. D’apres le tableau de signes admis comme 0 < x < 1 on en déduit par produit que :

e g'(x)>0sur

1 . .
0 y — [ ' 8 est croissante sur cet intervalle
o

1 . .
» g'(x)<0sur |—; 1|; g est décroissante sur cet intervalle
a

« g'(2)=0; g(2%) est un maximum de g sur l'intervalle [0; 1].
Partie C: un calcul d’aire

. 1 .
1. a. Onsait que sur l'intervalle ]0; 1], In x < 0 et comme x° = 0, on conclut que —sz Inx=0.

_ . 7, 7. 1 . o P
Conclusion : sur l'intervalle 10; 1], —=x* + x < ——x* + x — —x%In x ce qui signifie géomé-
triquement que sur cet intervalle I'arc de la parabole est en dessous de la représentation
graphique de g.

b. Ne connaissant pas de primitive évidente de la fonction x — x%In x, on effectue une in-
tégration par parties en posant

u(x) = Inx _ w(x) =
~ dou
vix) = x° v(x) =

ml?':wkh—‘

etleurs dérivées sont continues

1
Les fonctions i et v sont dérivables sur I'intervalle [— i1
a

sur ce méme intervalle,
1

x.31 x3
3 T

1 1 1 1 1 1 1
———_h-—|=—=——(-Ina—-|,
9 \3a® a 9ad 9 3a3 3

soit en remplacant Ina par 2(2 - a),

L, 1 1
f] ¥Inxdx=-=-—

1 x3
dcm.cfl ’Inxdx = ?lnx

4o 1) 1,4 2 1
- — ad—-—=—|=—-—=- - = - 5
9 3a’ 3 9 3a® 3a* 9a°
—a’+12-6a+1 -a’-6a+13

9a3 9a3




2. Laire de la partie hachurée est égale la différence des intégrales :

N7 L L7
'dzfl [—§x£+x—zx5]nx] dx—fl (—gxz+x) dx, soit par linéarité de I'intégrale :

i1, 1.

.;fzf [——x"“lnx) dx= ——f (x*Inx) dx,
1 4 4 )L

soit d'apres le calcul précédent :

1 -a*-6a+13 a’*+6a-13
o =—=x . = .
4 9q3 36a’
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Oubli question 2 : M, est la fréquence d’apparition du 4 au cours des n lancers.
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