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« Qui parle sème, qui écoute récolte ».  Pythagore de Samos 

Chapitre V                         Limites de fonctions-Asymptotes                                                         

 
I – Limite d’une fonction à l’infini 

 

A – Limite infinie en +õ  ou -õ  

 
Définition 

 
Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme  : ]w ; + õ [, où w est un réel. 

 
Dire que f a pour limite + õ  lorsque x tend vers + õ  signifie que les valeurs prises par f  finissent par 

être supérieures à n’importe quel nombre réel A  arbitrairement fixé (aussi grand soit - il) dès que x est 

suffisamment grand.  
 
En des termes plus savants, tout intervalle ouvert de la forme  : ]A  ; + õ [ (avec A  nombre réel) contient 
toutes les valeurs f(x) dès que  x est suffisamment grand.  

 
On notera  : lim

𝑥→+∞
𝑓(𝑥) = +∞ pour décrire ce phénomène.  

 
Illustration graphique :  

 

 
 
Propriété (limites de fonctions de référence) 

                                 

   n  *É ,  lim
𝑥→+∞

𝑥𝑛 =     ;                lim
𝑥→+∞

√𝑥   =                       ; lim
𝑥→+∞

𝑒𝑥=  

 

∀𝑘 ∈ ℝ,    lim
𝑥→+∞

𝑘 =    

 

Remarque : à partir de maintenant, on fera figurer ces résultats dans les tableaux de variation des 

fonctions.  
 
Exemple : dresser le tableau de variation complet de la fonction racine carr ée. 

 
 
Preuve:  pour lim

𝑥→+∞
𝑒𝑥=+õ : ultérieurement . 
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Définition 

 
De même, on dira que f admet pour limite -    lorsque x tend vers +   (on notera lim

𝑥→+∞
𝑓(𝑥) = − õ), 

pour signifier que, les valeurs f(x) deviennent inférieures à n’importe quel nombre arbitrairement fixé 

aussi petit soit - il, dès lors que x est suffisamment grand.  

 
En des termes plus savants, tout intervalle ouvert de la forme ]  −õ  ; A [ (avec A nombre r éel) contient 
toutes les valeurs f(x) dès que x est suffisamment grand.  

 
Illustration graphique :  

 

 
 
 
 
Propriété (limites de fonctions de référence) 

                                 

         ∀𝑘 ∈ ℝ,    lim
𝑥→−∞

𝑘 =         n   *É ,  lim
𝑥→−∞

𝑥𝑛 = {
   𝑠𝑖 𝑛 … … …

      𝑠𝑖  𝑛 … … … . .
                                     

 
  

 
 
Illustration graphique : 

 

 
La limite en - õ  de la fonction exponentielle est admise provisoirement et sera justifiée plus loin.  
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B – Limite finie en +õ  ou en -õ  

 
Définition : Dire qu ’une fonction f a pour limite le nombre réel L  en + õ  signifie que tout intervalle 

ouvert contenant L contient toutes les valeurs f(x) dès que x est suffisamment grand.  

 
On note  : lim

𝑥→+∞
𝑓(𝑥) = 𝐿 (et on dit encore que f(x) tend vers L quand x tend vers + õ ). 

 
Dire qu ’une fonction f a pour limite le nombre réel L  en −õ  signifie que tout intervalle ouvert 

contenant L contient toutes les valeurs f(x) dès que x est suffisamment petit.  

 
On note  : lim

𝑥→−∞
𝑓(𝑥) =L  (et on dit encore que f(x) tend vers L quand x tend vers −õ ).  

 
Illustration graphique :  

 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Concrètement, pour x suffisamment grand, la portion de Cf correspondante à ces valeurs de x reste 

entièrement emprisonnée dans la bande formée par les droites horizontales délimitant l’intervalle 
ouvert contenant L  . 
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Propriété (limites de fonctions de référence) 

                                 

    n  ℕ∗,  lim
𝑥→+∞

1

𝑥𝑛
  =….    et      lim

𝑥→−∞

1

𝑥𝑛
  =….            lim

𝑥→+∞

1

√𝑥
   =……..    lim

𝑥→−∞
𝑒𝑥 = ⋯ …   

 

Remarque : lim
𝑥→−∞

𝑒𝑥 = 0 sera justifiée ultérieurement au paragraphe limite de fonctions composées.  

 
Définition (à mémoriser par cœur) 

 

 L orsque lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) =L , avec L  Ë , on dit que la droite (d) d’équation  : y = L  est ………………… 

……………….. à la courbe Cf  représentative de la fonction f au voisinage de + õ . 

 
Illustration :  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Graphiquement, cela se traduit par le fait que Cf et la droite horizontale d’équation  : y = L se 

confondent quasiment pour les grandes valeurs de x : plus précisément, la longueur MP  tend vers 0 

dès lors que x tend vers +   : 

 
 

De même, si lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) =L, la droite d’équation y = L est asymptote horizontale à Cf  en  -  . 

 

 
Remarque  

  
En traçant la courbe représentative d’une fonction à l’aide d’une calculatrice, on peut conjecturer la 
présence d’asymptote horizontale.  
 

 

 

Exemple 1 : Soit f définie sur *Ë  par  : f(x) =  
1

x
 . 

On sait que  lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 0 et que lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = 0. Qu’en déduit - on en termes d’asymptote  ? 
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Exercice 1 

 

 
 
3) Dresser les tableaux de variation complets des fonctions f, g définies sur  Ë . 

 

------------------------------------------------------------------------------------  
 
Exercice 2  

 

 
 

------------------------------------------------------------------------------------  
 
C – Limite infinie en un réel a 

 

Exemple 

 

Soit f  la fonction définie sur *Ë  par  : f(x) =  
1

x²
  

Intéressons - nous aux valeurs prises par f lorsque x est proche de 0, sans jamais valoir 0.  

 
x - 0,1  - 0,01  - 10 - 3 0 10 - 3 0,01  0,1  
f(x)                

 
Constat :  

 
On notera  : 
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Définition 

 
Soit a un nombre réel. Dire qu’une fonction f admet pour limite + õ  en a, signifie que tout intervalle de 

la forme ] A  ;+ õ [ (avec A  nombre réel) contient toutes les valeurs f(x) pour x suffisamment proche de a. 

 
On note  : lim

𝑥→𝑎
𝑓(𝑥) = + õ  

 
Illustration : Ici,  lim

𝑥→⋯
𝑓(𝑥) = …  

 

 
 
Limite à gauche d’un point –  Limite à droite d’un point  
 

Quand x est proche de 0, qu’en est - il de 
x

1
 ? 

On a  : +=


→ x

x
x

1
lim

0
0

  (appelée limite à droite de la fonction inverse).  

et  −=


→ x

x
x

1
lim

0
0

  (appelée limite à gauche de la fonction inverse).  

Remarque : la notation )(lim

0
0

xf

x
x

→

 peut se noter  : 
+→0

lim
x

f(x). De même, la notation )(lim

0
0

xf

x
x

→

 sera notée  : 

)(lim
0

xf
x −→

 

 

Formulaire : lim
{𝑥→0

𝑥>0

1

√𝑥
= ⋯ ;    Pour tout nℕ∗,  lim

{𝑥→0
𝑥>0

1

𝑥𝑛  =…… et lim
{𝑥→0

𝑥<0

1

𝑥𝑛 = {
… . si 𝑛 est … …
… si 𝑛 est … …

 

 

Définition  

Soit a un réel.  

Lorsque  lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = +õ ou ( -  ), on dit que la droite verticale d’équation  : x = a est asymptote verticale à Cf. 

 

 

Illustration graphique : 8 cas de figures sont possibles  : les voici :  
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Exercice 3 

 
------------------------------------------------------------------------------------  
 
Exercice 4 
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III – Calculs de limites 

 

A – Opérations sur les limites 

 
Toutes les règles sur les limites vues au chapitre « suites » se généralisent sans difficulté aux fonctions.  

 
Les tableaux suivants résument les différents cas de figures  : 
 

 
Donnons quelques exemples de formes indéterminées pour la somme et le produit :  
 
 
 
 
 
Exercice 5 

 

 
3) Déterminer les limites en + õ  et - õ  de : f(x) = ex +e-x.  

 

------------------------------------------------------------------------------------  
 
Exercice 6 

 
Soit f la fonction définie sur Ë  par : f(x) = x3 – 3x +2. 

 
a) Expliquer pourquoi on est ici en présence d'une forme indéterminée pour la limite de f en + õ . 

 
b) Déterminer la limite de la fonction f en + õ . 

 

------------------------------------------------------------------------------------  
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Remarque : lorsqu ’on est en pr ésence d ’une FI, on ne peut pas conclure directement. Pour lever 

l ’ind étermination, on utilisera les transformations d ’écriture vues au chapitre sur les suites (en 
particulier, la technique de factorisation, puis de simplification, ces deux étapes lèvent souvent 
l'indétermination !).  
 
 

 
 
Donnons quelques exemples de formes indéterminées pour le quotient :  
  
 
Exercice 7 

 

f est définie sur ]2 ; +õ [ par : f(x) = 
5𝑥+1

𝑥−2
 

a) Déterminer la limite de f en +õ . Interpréter graphiquement ce résultat. 

b) Déterminer la limite de f en 2. Interpréter graphiquement ce résultat. 

c) Déterminer la limite de f en 4. 

 

------------------------------------------------------------------------------------  
 
 
Exercice 8   

Soit f définie sur Ë   par : f(x) =  
6x²+3x−5

2x²+7
 .  

Démontrer que la droite d’équation : y = 3 est asymptote horizontale à Cf en + . 

 

------------------------------------------------------------------------------------  
 
B – Composition et limites 

 
Une composée de deux fonctions est un enchaînement de ces deux fonctions l’une après l’autre.  
 

Par exemple, soit la fonction définie sur Ë  par  : f(x) = 1² +x . 

 
L’expression f(x) s’obtient en appliquant à x la fonction u définie sur Ë  par : u(x) = x² + 1 suivie de la 

fonction racine carrée notée v définie par v(X) = X . 

 
Schéma : 
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On a donc  : f(x) = v(u(x)), on dit que f est la composée de u suivie de v. 

 

 

Théorème (limite de composée de fonctions) 

 

Soit f et g des fonctions que l’on peut faire s’enchaîner. 

a, b et c désignent soit des nombres réels, soit +õ , soit -õ . 

 
Si bxf

ax
=

→
)(lim   et si cXg

bX
=

→
)(lim , alors ...))((lim =

→
xfg

ax
. 

 

 
Ce théorème assez intuitif est admis, une preuve rigoureuse sera donnée l’année prochaine.  
 
Exercice 9 

 

Déterminer :         lim x

x
x e

→+
+    ;   lim

𝑥→+∞
√𝑥2 − 𝑥 + 1        ;   



2

3

3
3

lim
x

x

x
x

e −

→


   . 

------------------------------------------------------------------------------------  
 
Prouvons maintenant grâce au théorème de composition des limites que  𝐥𝐢𝐦

𝒙→−∞
𝒆𝒙 = 𝟎. 

 

 

 

 

 
 
 
Exercice 10 

 

1) f est définie sur Ë  par : f(x) = 𝑒2𝑥+1. 
Déterminer la limite  de f en  + õ . 

 

2)  h est la fonction définie sur *Ë  par : h(x) =
1

xe   

 
Déterminer la limite de  h en :  + õ  ; - õ  ;  0 (on distinguera les limites à gauche et à droite en  0) . 

 

3)  Déterminer : 
4

2 1lim
x

x

x
e
− +

+

→+
 . 

 

C – Théorèmes de comparaison et limites 

 

Théorème de comparaison 

 

Soit f et g deux fonctions.  

 
Si pour x suffisamment grand, f(x)   g(x), et si +=

+→
)(lim xg

x
, alors ……………………………  

 
Si pour x suffisamment grand, f(x)   g(x), et si −=

+→
)(lim xg

x
, alors ……………………………  
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Illustration : 

 
 
 
 
 
 
Remarque : ce th éorème s ’étend sans probl ème lorsque x tend vers - õ  en changeant le premier point de 

la condition en  : pour x suffisamment petit, ou encore même lorsque x tend vers un réel a. 

 
 
Exemple : 1) D éterminer lim

𝑥→+∞
𝑓(𝑥)   où  f(x) = x² + cos(x). 

2) Déterminer lim
𝑥→−∞

(5𝑥 − 3 sin(𝑥))      3) lim
𝑥→+∞

(𝑒𝑥(3 + 2 sin(𝑥)) 

 
Question : Si lim

𝑥→+∞
𝑓(𝑥) = +õ, peut - on en déduire que f est croissante à partir d’un certain stade  ? 

 

------------------------------------------------------------------------------------  
 
Un calcul de limite ne permet JAMAIS de prévoir le sens de variation d’une fonction !  
 
 

Théorème des gendarmes 

 

Soit f, g et h trois fonctions définies sur un intervalle I de la forme  : ]a ; + õ [ ou ] - õ  ; b]. ( a et b 

désignent des réels, ou bien + õ  pour b, et - õ  pour a), et enfin, soit l un réel .  

 

Si pour x suffisamment grand, on a  :  g(x) )()( xhxf   et si lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = l et lim
𝑥→+∞

ℎ(𝑥) = l 

Alors, lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = ⋯ 

 
 
De même, on a l’énoncé analogue suivant  : 
 

Si pour x suffisamment petit, on a  : g(x) )()( xhxf    et si lim
𝑥→−∞

𝑔(𝑥) = l   et lim
𝑥→−∞

ℎ(𝑥) = l  

Alors, lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = ⋯  

 

 
Illustration : 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



13 
 
Remarque : Retenez que pour pouvoir appliquer ce th éorème, il faut que  3 condition s  soient remplies  : 

 

• Avoir l’encadrement g(x) )()( xhxf    au voisinage de + õ . 

• Que les fonctions g  et h  admettent des limites finies en + õ . 

• Que lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→+∞

ℎ(𝑥) = l 

 
Mêmes conditions au voisinage de - õ  et en un point.  
 
Exercice 11 

 

1) f est définie sur Ë  et pour tout réel x 1 :  1 –   
1

x²
  

1
( ) 1f x

x
  +   

Déterminer la limite de f en + õ . 

 
 
2) Déterminer, en justifiant, les limites suivantes, et interpréter graphiquement les résultats obtenus  : 

a)  lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)  où   f(x) =  
sinx

x
   ;      b) lim

𝑥→+∞
𝑔(𝑥) où g(x) = ( cos( ) 2)xe x− +   

------------------------------------------------------------------------------------  
 
D- Croissances comparées et nouvelles limites 

 

A l'aide d'étude de fonctions, démontrons que lim
𝑥→+∞

𝑒𝑥=+õ . 

 
 
c) En déduire la limite de la fonction exponentielle en + õ  (justification  du résultat admis p.1 ). 

------------------------------------------------------------------------------------  

 Propriété des croissances comparées (# BAC ça tombe très fréquemment !!) 

1)  
x

e x

x +→
lim  =  …..    

 

2)      x

x
xe

−→
lim =  …..              

 
Preuve du 1) : 

 

Preuve du 2) : On se ramène au cas  1) :  

------------------------------------------------------------------------------------  
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Propriété (croissances comparées) 

1)  Pour tout n  *É ,    
n

x

x x

e

+→
lim  = ….             

 2)  Pour tout n  É ,  xn

x
ex

−→
lim = ……                  

Remarque : ces deux résultats contiennent ceux de la propriété précédente ( n=1 dans cette dernière !).  

Par exemple, 
100

lim
x

x

e

x→+
= ……  

Exercice 12 

1) Déterminer : 3lim   ;  lim x

xx x

x
x e

e

−

→+ →+
  ;  

3

lim
x

x

e

x→+
 ;  lim

x

x

e

x→+
 

2a) f est définie sur Ë  par : f(x) = 
4xe x−  .Déterminer la limite de f en +õ . 

2b) Déterminer la limite de la fonction k en +õ  où k(x)=x+2–
xe . 

3) g est définie sur Ë  par : g(x) = ex – x² + 2x +3. 

 Vérifier que pour x > 0, g(x) = x²(
2 3

1 )
² ²

xe

x x x
− + +  . En déduire la limite de g en +õ . 

------------------------------------------------------------------------------------
Exercices de synthèse de type bac 

Exercice I 

 

5) Etudier la position relative de Cf et de son asymptote en + õ . 

6) Donner le portrait - robot de Cf. 

------------------------------------------------------------------------------------  
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Exercice II 

 

 

. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

------------------------------------------------------------------------------------  
Exercice III 

 

Interpréter graphiquement le résultat de la question 5) . 


