« Qui parle séme, qui écoute récolte ». Pythagore de Samos

Chapitre V Limites de fonctions-Asymptotes

I — Limite d’une fonction a Uinfini

A — Limite infinie en +o ou -0

Définition

Soit fune fonction définie sur un intervalle de la forme : Jw ; +oo[, ot w est un réel.

Dire que fa pour limite +o0 lorsque x tend vers +o signifie que les valeurs prises par f finissent par
étre supérieures a n’importe quel nombre réel A arbitrairement fixé (aussi grand soit-il) dés que x est

suffisamment grand.

En des termes plus savants, tout intervalle ouvert de la forme: ]4 ; +o[ (avec 4 nombre réel) contient
toutes les valeurs f(x) des que x est suffisamment grand.

On notera : lim f(x) = 4o pour décrire ce phénomene.
X—+00

Illustration graphique :

¥
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Propriéteé (limites de fonctions de référence)

YYY Vne N, lim x" = ; lim Vx = ; lim e*=

xX—+00 xX—+00 X—+0o0

VEeER, Ilm k= wve

X—>+00

Remarque : a partir de maintenant, on fera figurer ces résultats dans les tableaux de variation des
fonctions.

Exemple : dresser le tableau de variation complet de la fonction racine carrée.

Preuve: pour lim e* = +oo : ultérieurement.

X—+00




Définition

De méme, on dira que fadmet pour limite - o lorsque x tend vers + oo (on notera lirJP f(x) = —o),
X—>+ 00

pour signifier que, les valeurs f(x) deviennent inférieures a n’'importe quel nombre arbitrairement fixé
aussi petit soit-il, dés lors que x est suffisamment grand.

En des termes plus savants, tout intervalle ouvert de la forme ] —o ; Al (avec A nombre réel) contient
toutes les valeurs f{x) des que x est suffisamment grand.

Ilustration graphique :
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flx) }--------- Er ................

Propriété (limites de fonctions de référence)

vYvY VkeR lim k = Vne N, lim x"={ SET oo vov
X——00 X—>—00 St n
Ilustration graphique :
Fonctionx — k Fonction x — /x Fonction x — &*
lim k=k; lim k=k lim Jx =4 lim e*=0, lim e*=4
X——® x—+00 X+ X—>—® xX—>+®

La limite en - de la fonction exponentielle est admise provisoirement et sera justifiée plus loin.




Fonctionx — x", n € N*

lim x7 =0

x—>400

+ Sin est impair :
lim x"=-o0

X——0

« Si n est pair :

lim x*=+c0
X—3—0

B — Limite finie en +% ou en -©

Définition : Dire qu'une fonction f'a pour limite le nombre réel L en +oo signifie que tout intervalle
ouvert contenant L contient toutes les valeurs f{x) dés que x est suffisamment grand.

On note : liT f(x) =L (et on dit encore que f(x) tend vers L quand x tend vers +o).
X—+00

Dire qu’une fonction fa pour limite le nombre réel L en —ow signifie que tout intervalle ouvert
contenant L contient toutes les valeurs f(x) des que x est suffisamment petit.

On note: lim f(x) =L (et on dit encore que f(x) tend vers L quand x tend vers —o).
X—>—00

Illustration graphique :

Concretement, pour «x suffisamment grand, la portion de C;correspondante a ces valeurs de x reste
entierement emprisonnée dans la bande formée par les droites horizontales délimitant 'intervalle
ouvert contenant L .



Propriété (limites de fonctions de référence)

. R .1
vy Vne N, lim — =.... et lim — =.... lim = =........ lim e*=--... vo@®

x—+00 X x—>—00 XM x—>+oo\/§ X——00

Remarque : lim e* = 0 sera justifiée ultérieurement au paragraphe limite de fonctions composées.

X——00

Définition (a mémoriser par cceur)

v v ¥ Lorsque “T f(x) =L, avec L €R, on dit que la droite (d) d’équation:y = Lest .....................
X—>+ 00

.................... a la courbe C; représentative de la fonction f'au voisinage de +oo.

Ilustration :

Graphiquement, cela se traduit par le fait que Cyet la droite horizontale d’équation: y = L se
confondent quasiment pour les grandes valeurs de « : plus précisément, la longueur MP tend vers O
des lors que x tend vers + o :

De méme, si lim f(x) =L, la droite d’équation y = L est asymptote horizontale a C;en -.
X——00

Remarque

En tracant la courbe représentative d’une fonction a I’aide d’une calculatrice, on peut conjecturer la
présence d’asymptote horizontale.

1
ey

Exemple 1 : Soit f définie sur R par : f(x) =

On sait que lit;n f(x) =0et que lim f(x) = 0. Qu’en déduit-on en termes d’asymptote ?
X—>+00 X—>—00




Exercice 1

o Conjecturer graphiquement les limites en +2 et en —2 des fonctions représentées ci-dessous.

0 Certaines courbes représentatives semblent-elles admettre des asymptotes horizontales ? Si oui, donner
leurs équations.

3) Dresser les tableaux de variation complets des fonctions f, g définies sur R.

Exercice 2

“honcé  On considére une fonction f dont le tableau de variations est donné ci-dessous.
1. Quelleestlalimitedefen+ e ?en—o? ' ' '
L Interpréter graphiquement ces résultats.

3. Proposer une courbe pouvant représenter la fonction f.

C — Limite infinie en un réel a

Exemple

. . .. 1
Soit f la fonction définie sur R* par: f(x) = =

Intéressons-nous aux valeurs prises par florsque x est proche de 0, sans jamais valoir 0.

-0,1 -0,01 -107° 0 1077 0,01 0,1
2

J(x)

Constat :

On notera :



Définition

Soit @ un nombre réel. Dire qu'une fonction fadmet pour limite + en a, signifie que tout intervalle de
la forme ]A4 ; +o[ (avec A nombre réel) contient toutes les valeurs f(x) pour x suffisamment proche de a.

On note : lim f(x) = 4+
X—a

Hlustration : Ici, lim f(x) = ...
fraront

§ /\'!\_-
|
|

Limite a gauche d’un point — Limite a droite d’'un point

. 1
Quand x est proche de 0, qu’en est-il de — ?
X

On a: lim — =+ (appelée limite a droite de la fonction inverse).
x—0 x
x>0

et lim —=—-oo (appelée limite a gauche de la fonction inverse).
x—0 x
x<0

Remarque : 1la notation lin}) f(x) peut se noter : lim f(x). De méme, la notation lin}) f(x) sera notée :
x> x>

x—0"

x>0 x<0
lim f(x)
x—0
] . 1 . 1 . 1 ...Sinest....

¥ Formulaire :lim —=-- ; Pour tout neN*, lim — =...... et lim —= { :

x—0+/x x—0 x™ {x—»o xm ..Sinest....

x>0 x>0 x<0
Définition

Soit @ un réel.

Lorsque lim f(x) = +o ou (- ), on dit que la droite verticale d’équation : x = a est asymptote verticale a C;.
xX—a

Hllustration graphique : 8 cas de figures sont possibles : les voici :
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Exercice 3

On a représenté ci-dessous une fonction £ définie sus
1=00 ;=2 |25 EEET ool
| | T Ty

\,
T T T 7
{1 | X

1. Conjecturer les limites de la fonction faux bornes|
de son ensemble de définition.
2. Preciser les asymptotes éventuelles a la courbe repre-
sentative de la fonction f.

3. Dresser le tableau de variation de la fonction f.

Exercice 4

Le tableau de variation ci-dessous décrit les variations
“d’une fonction f.

X |- 3 +00

fx) | \ . \
1

00

1. Utiliser les notations qui conviennent pour décrire
les limites de la fonction faux bornes de son ensemb!=
de définition.
2.Donner les équations des asymptotes éventuelles 2
la courbe représentative de la fonction f.




IIT — Calculs de limites

A — Opérations sur les limites

Toutes les regles sur les limites vues au chapitre “suites ”se généralisent sans difficulté aux fonctions.

Les tableaux suivants résument les différents cas de figures :

fet g sont deux fonctions définies sur le méme ensemble de définition.
a désigne un nombre réel ou + o ou — oo et €, ¢’ désignent des nombres réels.

A’ Somme et produit de deux fonctions : régles admises

e 47 Tl
B i

et Ilmg
+ o0 © | — oo

alors I|m +g(x) R +30l wh Fl J e

_ﬁs'_!';"lf(_);v _Fe ’i>0'(’>0 P<T(<O ~ > | %T T 1

+ oo ou — ¢
Fl

R

[ alors Ilm(f(x) X g(x) ’ £ x j

Dans
; les cas notés Fl (Fo.rme lndetermlnee), On ne peut pas conclure immédiatement et tout résultat est
possible. Dans un tel cas, il faut lever l'indétermination en changeant l'écriture.

Donnons quelques exemples de formes indéterminées pour la somme et le produit :

Exercice 5

Calculer les limites suivantes.

Qa. Iim (7x-97+2) b. Ilm( +2x+3) ¢ lim (&+7x+1)
o x—0 X—y4c0
x<<0
Oa. lim Jx 2-x b. i ( i )( _1) Ml s e
Ay ) )lcl_r)r:) x-3 5 cexl_|>r11w(3 eY)(2 + &Y
x>0

3) Déterminer les 11m1tes en +oo et —oo de : f(x) = ex +e.

Exercice 6
Soit f1a fonction définie sur R par : f(x) = x3 — 3x +2.
a) Expliquer pourquoi on est ici en présence d'une forme indéterminée pour la limite de fen +co.

b) Déterminer la limite de la fonction fen +oo.



Remarque : lorsqu’on est en présence d’'une FI, on ne peut pas conclure directement. Pour lever
I'indétermination, on utilisera les transformations d’écriture vues au chapitre sur les suites (en
particulier, la technique de factorisation, puis de simplification, ces deux étapes levent souvent
I'indétermination !).

B’ Quotient de deux fonctions : régles admises

*Casou FFse _#_*‘__ e —
lim a(x) - ‘ Si lim f(; ' ] B
hag(gx)fo = x) = = jLi i_:% Fo:[ T *Ocour_m\
t | ; e = =
/ﬁe xmg(‘?) : Y !+DCOU—0<;.‘€/>O :/<£i€/>0 ¢ <0 Sep st _!
alors limM:_“ et 0 = T
== - G e ‘”l*”\ o
+ Cas ou E——— T - —
; Si | = 7
1?}9(@20 L_ '\T:,f(*)_iﬂ €>00u+ o0 €<oou—x‘€>OouT ¢ <00u— oo ’
et limg(x)= ... Oenrestant | 0en restan Oen resta Oen en restant |
F‘-‘i_*_ _positif | ;posmf _ négatif ‘) négatif 0
alors Iim—f(i):m s '
- ; + 00 ‘J

Donnons quelques exemples de formes indéterminées pour le quotient :

Exercice 7

e 5x+1
fest définie sur |2 ; +oo[ par : flx) = 2
a) Déterminer la limite de f en +co. Interpréter graphiquement ce résultat.
b) Déterminer la limite de f en 2. Interpréter graphiquement ce résultat.
¢) Déterminer la limite de f'en 4.

Exercice 8

2 —_
Soit f définie sur R par: f{x) = _6x2 +23f7 >
x

Démontrer que la droite d’équation : y = 3 est asymptote horizontale a Cyen +00.

B — Composition et limites

Une composée de deux fonctions est un enchainement de ces deux fonctions 1'une aprés I'autre.

Par exemple, soit la fonction définie sur R par: flx) = Vx*+1.

L’expression f(x) s’obtient en appliquant a x la fonction u définie sur R par : u(x) = x* + 1 suivie de la

fonction racine carrée notée v définie par v(X) = VX .

Schéma :

10



11

On a donc: f(x) = v(u(x)), on dit que fest la composée de u suivie de v.

Théoréme (limite de composée de fonctions)

Soit f et g des fonctions que I’on peut faire s’enchainer.
a, b et ¢ désignent soit des nombres réels, soit +00, soit -co.

Si lim f(x)=b etsi )l;mbg(X):c, alors lim g(f(x))=....

Ce théoreme assez intuitif est admis, une preuve rigoureuse sera donnée I’année prochaine.

Exercice 9

2x

Déterminer : Iim+x+e" ; lim vx2—x+1 ; lime*3
X—>+00 X—>+00 x—3
x<3

Prouvons maintenant grace au théoréme de composition des limites que lim e* = 0.

X——00

Exercice 10

1) fest définie sur R par : flx) = e?**1,
Déterminer la limite de fen +co.

1

2) hest la fonction définie sur R* par : h(x) = e*

Déterminer la limite de h en : +o0 ; -0 ; 0 (on distinguera les limites & gauche et a droite en 0).

—x+4

3) Déterminer: lim e+ .

X—>+0

C — Théorémes de comparaison et limites

Théoreme de comparaison

Soit f et g deux fonctions.

Si pour « suffisamment grand, f(x) > g(x), et si im g(x) =400, alors .......ccocoviviiiniiniinnt.

Si pour x suffisamment grand, f{x) < g(x), et si lim g(x)=—o00, alors ..............cooooiiin.

X—>+0
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Illustration :

Remarque : ce théoréme s’étend sans probléme lorsque x tend vers - en changeant le premier point de
la condition en : pour x suffisamment petit, ou encore méme lorsque x tend vers un réel a.

Exemple : 1) Déterminer xlil}_’l f(x) ou flx)=x*+ cos(x).
2) Déterminer xlir_n (5x — 3sin(x))  3) xliI_P (e*(3 + 2 sin(x))

Question : Si lir+r1 f(x) = 4+, peut-on en déduire que fest croissante a partir d’un certain stade ?
X—>+00

& 6 é Un calcul de limite ne permet JAMAIS de prévoir le sens de variation d’une fonction ! " ¢~ &

Théoréeme des gendarmes

Soit f, g et h trois fonctions définies sur un intervalle I de la forme : Ja ; +o[ ou] - ; b]. (a et b

désignent des réels, ou bien +o0 pour b, et oo pour a), et enfin, soit £ un réel.

Si pour x suffisamment grand, on a: g(x) < f(x)<h(x) etsi lim g(x) =fet lim h(x) =1/

Alors, lim f(x) =--
X—+00

De méme, on a I’énoncé analogue suivant :

Si pour x suffisamment petit, on a: g(x) < f(x) <h(x) etsi lim g(x) =(f et lim h(x) =/
X—>—00 X—>—00
Alors, xl_i)r_nw flx) =

Illustration :
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Remarque : Retenez que pour pouvoir appliquer ce théoréme, il faut que 3 conditions soient remplies :

e Avoir ’encadrement g(x) < f(x) < h(x) au voisinage de +oo.
® Que les fonctions g et h admettent des limites finies en +x.
e Que lim g(x)= lim h(x) =¢
X—+ 00 X—+00
Meémes conditions au voisinage de - et en un point.

Exercice 11

. , 1
1) fest définie sur R et pour tout réel x >1: 1 — é <f(x)L1+—
x

Déterminer la limite de fen +oo.

2) Déterminer, en justifiant, les limites suivantes, et interpréter graphiquement les résultats obtenus :

@) Jim fG0 ou = M b) lim g(x)ou g(x) = (¢ cos(x)+2)

D- Croissances comparées et nouvelles limites

A l'aide d'étude de fonctions, démontrons que lif{l e* = +oo,
X—>+ 00

1. fest la fonction définie sur R par f(x) = e* —x — 1.
a) Etudier les variations de f.
b) En déduire que pour tout réel x, e* = x + 1.

¢) En déduire la limite de la fonction exponentielle en +oo (justification du résultat admis p.1).

<
Y ¥ ¥ Propriété des croissances comparées® 9 ¥ (# BAC ¢a tombe trés fréquemment !!)
e
1) [vev lim — = ... vy
X—>+0 X
2) vev lim xe' = ... vy
X—>—00
Preuvedu 1) :

2. g est la fonction définie sur [0; + oo[ par g(x) = e* — %xz.

a) Déterminer la fonction dérivée de g. Déduire de la question 1. que g est croissante sur [0 ; + ool.
X

b) En déduire la limite en + oc de la fonction x +— e_.

Preuve du 2): On se raméne au cas 1) :
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Propriété (croissances comparées)

X

e

1) Pour tout n € N¥,

X—>+40 x”

2) Pour toutn € N, lim x"e* = ......

X—>—0

Remarque : ces deux résultats contiennent ceux de la propriété précédente (n =1 dans cette derniére !).

X

. e
Par exemple, lim — = ......
X—>+00 X

Exercice 12

3x
, . .X ) _ . e
1) Déterminer : lim — ; lim x’¢™* ; lim ;
X—>+00 X X—>+0 ’

X+ o X—>+0

2a) f est définie sur R par : f{x) = e* —x" .Déterminer la limite de fen +oo.
2b) Déterminer la limite de la fonction k en +o0 ou k(x)=x+2—¢"
3) g est définie sur R par : g(x) = ex— x” + 2x +3.

e’ 23
Vérifier que pour x > 0, g(x) = x (—2 —1+—+ —) En déduire la limite de g en +o0.
X x x?

Exercices de synthése de type bac

Exercice I

Soit fla fonction définie sur 10 ; +oof par f(x) = 26" +1 ot
sa courbe représentative. e ~1 i

1. Calculer la limite de fen 0.

2. a. Montrer que pour tout réel x de 10; 4oo[, f(x) = ﬂ.
b. Calculer la limite de fen oo, L

3. Justifier que la courbe <€ admet deux asymptotes.
En donner une equatlon

4. a. Calculer f'(x) pour tout réel x de 10 ; +oo],
b. En déduire le sens de variation de f,

5) Etudier la position relative de C;et de son asymptote en +oo.

6) Donner le portrait-robot de Cr.




La taille d'une
population de rongeurs expri-
mée en centaines d'individus, est
modélisée par la fonction f défi-

Exercice Il

nie sur l'intervalle [0 ; +o°[ par

3e0,51 X E
() = —=———, ou t represente
f, eo.s: iz P

le temps écoulé depuis I'année 2015, exprimé en années.

1. a. Calculer f(0) et interpréter ce résultat.

b. Montrer que :f()=3 — 55>

¢. En déduire la limite de fquand  tend vers +°.

2. a. Montrer que pour tout réel 7 de [0 ; +°],

r 0,51
(0= __3@__2,
(eO,St g 2)

b, Etablir le tableau de variation de f'sur [0 ; +o°[.

3. Recopier et compléter le programme ci-dessous afin que
la fonction rongeur retourne I'année a partir de laquelle il
y aura plus de 250 rongeurs.

from math import*

def rongeur():

t=0

p=1

while ........!
t=t+1
p=3*exp(e.5*t)/(exp(6.5*t)+2)

return(........ )

Exercice 111

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = xe™*?,
ou a et b sont deux constantes réelles.

Les points B(100; 100) et C(SO ; —%Q) appartiennent
e
ala courbe def.

1. Expliquer pourquoi le couple (a ; b) est solution du

§ 100a+bH=0
systeme 5
50a+b=-0,5

2. Résoudre le systeme et en déduire que, pour tout
réal x, flx) =we =l

3. Déterminer la limite de fen +«.

4, Montrer que pour tout réel x,ona:

fx)= 1—(63__—0 x 0,01xe%%™,

5. En déduire la limite de fen —°.
6. Dresser le tableau de variation de f.

Interpréter graphiquement le résultat de la question 5).
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