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Chapitre XIV                            Fonctions trigonom®triques (version int®grale et pour le post bac) 

I ð Rappels et compl®ments 

C 

C C

³ ³ p

a 

a³

Correspondance entre degr® et radian : ̈̈  ̈180 Á = Ù rad ̈¨̈         



D®finition 

x lõabscisse du point M

cosinus

x lõordonn®e du point M

sinus.

Propri®t®s imm®diates (d®coulant de la d®finition) 

i) Pour tout r®el x, on a : cos(x) sin(x)

ii) Pour tout r®el x, on a (relation de Pythagore trigonom®trique) : (cos(x))Ĳ + (sin(x))Ĳ = 1. 

Preuve : i)

ii)

( )x ( )x

a, ² ²a a=

( )x ( )x (cos(x))Ĳ + (sin(x))Ĳ = 1

Remarque cos x cos(x),



(̈  savoir par cïur, vous verrez l'an 

prochain l'importance qu'occupe la trigonom®trie en math®matiques et en sciences). 

m®morisez par cïur ce tableau, dans les deux sens 

¨̈ ¨̈ ¨̈ ¨̈ ¨̈ ¨̈ ¨̈ ¨̈ ¨̈ ¨̈ ¨̈ ¨̈ ¨̈ ¨̈ ¨̈ ¨̈ ¨̈ ¨̈ ¨̈ ¨̈ ¨̈ ¨̈ ¨̈ ¨̈ ¨̈ ¨̈ ¨̈ ¨̈ ¨

x (rad) 

cos(x)  
Ѝ

sin(x) 

¨̈ ¨̈ ¨̈ ¨̈ ¨̈ ¨̈ ¨̈ ¨̈ ¨̈ ¨̈ ¨̈ ¨̈ ¨̈ ¨̈ ¨̈ ¨̈ ¨̈ ¨̈ ¨̈ ¨̈ ¨̈ ¨̈ ¨̈ ¨̈ ¨̈ ¨̈ ¨̈ ¨̈ ¨

cf.

fonction cosinus



fonction sinus

II ð Diverses propri®t®s de ces deux fonctions 

D®finition 

f p®riodique de p®riode

¨̈ ¨Pour tout r®el x, on a : f(x +T) = f(x) ̈¨̈

Illustration

Cf

 

 

 



Cons®quences graphiques importantes :  

¶ 

¶ f, f kT o½ k *Í

Par exemple, montrons que si f est T-p®riodique, alors f est aussi 2T-p®riodique : 

Pour tout r®el x, f(x +2T) = f((x +T) + T) = f(x +T) = f(x) car f est T-p®riodique, argument qui sert ici 

deux fois pour simplifier les deux derniers signes =. 

F f

Propri®t® 

¨̈ ¨ cosinussinusp®riodiques2Ù.̈ ¨̈

Preuve 

x x

M(cos(x) ; sin(x)).

x 

N(cos(x+2Ù) ; sin(x+2Ù)).

cos(x +2Ù) = cos(x) et sin(x +2Ù) = sin(x). 

x

 

D®finition 

D

¨̈ f̈ D x D-x D

D :  f(-x) = f(x)¨̈ ¨



¨̈ f̈ D x D-x D

x D f(-x)=-f(x)¨̈ ¨

Remarque : dire "f est paire" nõa aucun sens si on ne pr®cise pas sur quel intervalle on se place. 

En effet, pour tout r®el x, -x Í  et (-x)Ĳ = xĲ. 

Notez que la partie D de la d®finition doit °tre centr®e en 0, ce qui se traduit par : pour tout nombre r®el 

x appartenant ¨ D, -x appartient ¨ D. 

Donc comme [0 ; 5] n'est pas centr® en 0, la fonction carr®e n'est pas paire sur [0 ; 5]. 

MAttention, il faut ¨ tout prix ®crire le quantificateur pour tout, pour v®rifier qu'une fonction est paire 

ou impaire sur un intervalle : ®crire, comme le font ¨ peu pr¯s 100 % des ®l¯ves : f(-x) = f(x) donc f est 

paire n'a strictement aucun sens. 

Exemples 

a) Etablir que la fonction cube est impaire sur . 

b) Est-il vrai que si une fonction nõest pas paire sur , alors elle est impaire sur  ? 

Solution :  

a) Soit f la fonction d®finie sur  par : f(x) = x3. 

Vu que  = ]- ; +[, pour tout r®el x, -x appartient ¨ , et : 

Pour tout r®el x, f(-x)= (-x)3 = (-x)³(-x)³ (-x) = (-1)3 ³ x3=-x3 = -f(x). 

Donc f est impaire sur . 

b) NON !!! 

Prenons par exemple la fonction exponentielle d®finie sur  :  e-1 e1 (calculatrice si n®cessaire ou                       

----1<1 et la fonction exponentielle strictement croissante sur , donc e-1 < e1, et ¨ ce titre la fonction 

exponentielle n'est pas paire sur  [la n®gation de : pour tout r®el x, f(-x) = f(x) est : il existe (au moins) 

un r®el x tel que :  f(-x)f(x)]. 

Pour autant, la fonction exponentielle n'est pas impaire sur  car par exemple, e-1 -e1 vu que e-1 >0 ! 

MMAttention ¨ ce faux ami d¾ au vocabulaire utilis® : ne pas °tre paire pour une fonction ne signifie pas 

pour autant °tre impaire ! Une fonction n'est pas un entier relatif !!!!MM  

Interpr®tation graphique des notions de parit® et dõimparit® dõune fonction dans un rep¯re orthonorm®

¨̈ ¨ f 5 f admet 

l'axe des ordonn®es comme axe de sym®trie.¨̈ ¨

Illustration 



¨̈ ¨ f 5 f 

admet l'origine O du rep¯re comme centre de sym®trie¨̈ ¨

Illustration : f  

Propri®t® 

La fonction cosinus est une fonction paire sur , donc, pour tout r®el x,̈  ̈cos(-x) = cos(x).̈  ̈

La fonction sinus est une fonction impaire sur , donc, pour tout r®el x,̈  ̈sin(-x) = -sin(x).̈  ̈

Preuve et illustration : 

x -x. 

M (cos(x) ; sin(x)) et N (cos(-x) ; sin(-x)). 

De plus les points M et N sont sym®triques par rapport ¨ l'axe des abscisses, donc, ¨ ce titre, ils ont 

respectivement la m°me abscisse (donc cos(-x) = cos(x)) et des ordonn®es oppos®es (donc                                      

sin(-x) = -sin(x)). 

 

 

 

 

 



¨̈  ̈Propri®t®s importantes ¨̈  ̈

Il est important de savoir retrouver instantan®ment ces propri®t®s gr©ce ¨ un cercle trigo ! 

Exercice I 

Soit f la fonction d®finie sur  par : f(x) = 3cos(x) ð cos(2x). 

Etablir que f est paire sur , et p®riodique de p®riode 2Ù. 

Sur quel intervalle suffit-il donc dõ®tudier f  ? 

Solution 

Pour tout r®el x, -x est r®el et f(-x) = 3cos(-x) ð cos(-2x) = 3cos(x) ð cos(2x) car la fonction cos est paire 

sur , ce qui permet de passer du premier au second signe = ! 

Donc f est paire sur . 

Pour tout r®el x, f(x +2Ù) = 3cos(x +2Ù) ð cos(2(x+2Ù)) = 3cos(x) ð cos(2x +4Ù) car cos est                                 

2Ù-p®riodique sur , et cos(2x +4Ù) = cos(2x +2Ù + 2Ù) = cos(2x +2Ù) = cos(2x) par le m°me argument. 

Ainsi, pour tout r®el x, f(x +2Ù) =3cos(x) ð cos(2x) = f(x). 

Par suite, f est 2Ù-p®riodique sur . 

Vu que f est 2Ù-p®riodique, il suffit de l'®tudier sur un intervalle d'amplitude 2Ù : par exemple [0 ; 2Ù] ou 

encore    [-Ù ; Ù]. Ce dernier a l'avantage d'°tre centr® en 0. 

De plus, f est paire sur , donc il suffira d'®tudier f sur [0 ; Ù]. Le graphe de f se d®duira par sym®trie par 

rapport ¨ l'axe des ordonn®es et par translations de vecteur 2Ù . 

 

 

 

 

 



Propri®t® (®quations trigonom®triques) 

a

¶ cos(x) = cos(a), x

¨̈ ¨ cos(x) = cos(a) ou

p

p

Ú Í ¨̈ ¨

En fran­ais, deux nombres ont le m°me cosinus si et seulement si ils sont ®gaux ou oppos®s, modulo 2Ù. 

¶ sin(x) = sin(a),

¨̈ ¨sin(x) = sin(a)ou

p

p p

Ú Í ¨̈ ¨

En fran­ais, deux nombres ont le m°me sinus si et seulement si ils sont ®gaux modulo 2Ù ou si la somme de ces 

deux nombres est ®gale ¨ Ù modulo 2Ù.  (a+ Ù ð a = Ù !!)

Illustration et preuve : 

a x 

a x

A(cos(a) ; sin(a)) M (cos(x) ; sin(x)). 

cos(x) = cos(a)

x = a + 2kÙ k

x = -a + 2kÙ k

sin(x) = sin(a)

x = a + 2kÙ k

x + a=Ù  + 2kÙ k

 cos(x) = cos(a)  sin(x)=sin(a).



Exercice 2 

a)  cos(x) = 
3

2

-
   ;    b)    2sinĲ(x) ð sin(x) ð 1 = 0  ;   c)  cos(Ùx +2) = 0,5. 



(R)appelons, ¨ toutes fins utiles, des relations dõaddition et de duplication : 



Formules d'addition 

Pour tous r®els a et b : 

¨̈  ̈ cos(aðb) =  ̈¨̈  

 

 ̈¨̈  sin(aðb) = sin(a)³ cos(b) ð cos(a)³ sin(b)¨̈  ̈

 

¨̈  ̈ cos(a+b) = cos(a)³cos(b) ð sin(a)³ sin(b)¨̈  ̈

 

 ̈¨̈  sin(a+b) =sin(a)³ cos(b) + cos(a)³ sin(b) ¨̈  ̈

Pour les curieux, d'o½ sortent ces horreurs et pourquoi ®nonce-t-on en premier les formules o½ 

apparaissent des soustractions ? 

Preuve :  



Comment m®moriser ces relations d'usage courant post bac ? 

le cosinus ne m®lange pas les blocs (= produit de deux cos ou produit de deux 

sin), mais change les signes, et que le sinus m®lange les blocs mais ne change pas les signes. 

coco ° sisi  (bloc de cos suivi de bloc de sin et signe contraire entre les deux blocs de celui 

qui est dans la parenth¯se du cos de la somme initiale). 



Pour le sinus : sico ° cosi (m®lange sincos °  cossin avec entre les deux blocs la m°me op®ration que celle dans 

la parenth¯se du sin de la somme initiale). 

a = b = x

x  ̈¨̈ cos(2x) = 2cosĲ(x) ð 1 = 1 ð 2sinĲ(x)= cosĲ(x) ð sinĲ(x) ̈¨̈  

x ¨̈  ̈sin(2x) = 2sin(x) ³ cos(x) ̈¨̈  

Preuve :  

cos(2x) = cos(x+x) = cos(x)³ cos(x) ð sin(x)³ sin(x) d'apr¯s la 3Á formule d'addition. 

cos(2x) = cosĲ(x) ð sinĲ(x).  Or d'apr¯s la relation de Pythagore trigonom®trique, cosĲ(x) + sinĲ(x) = 1 

donc sinĲ(x) = 1 ð cosĲ(x), de sorte que : cos(2x) = cosĲ(x) ð (1 ð cosĲ(x)) = 2cosĲ(x) ð 1. 

La relation cos(2x) = 1 ð 2sinĲ(x) s'obtient avec Pythagore en rempla­ant cette fois-ci  cosĲ(x) par 1 ð 

sinĲ(x). 

sin(2x) = sin(x +x) = sin(x) cos(x) + cos(x) sin(x) d'apr¯s la 4Á formule d'addition. 

sin(2x) = 2sin(x)cos(x)   car   sin(x)cos(x) = cos(x)sin(x) : le produit de r®els est commutatif ! 

Exercice 3 

cos sin

Solution : 



 

 



III ð R®gularit® des fonctions cosinus et sinus 

Propri®t® 

cosinus et sinus sont continues sur .

Preuve 

3 ®tapes :

 

 



Etape 3 : cos et sin sont continues sur   : 

Preuve : Soit x un r®el quelconque, montrons que la fonction cos est continue en x, cõest-̈-dire 

int®ressons-nous, apr¯s en avoir justifi® l'existence, ¨ : 
­

 et 
­

 

Soit h un r®el non nul :  

D'apr¯s les formules d'additions : cos(x +h) = cos(x)cos(h) ð sin(x)sin(h) (*). 

Or d'apr¯s l'®tape 2, cos est continue en 0, donc 
­

 et 

­
. 

Donc par limite de produit et de somme dans (*), on a : 
­

=cos(x)³ 1 ðsin(x) ³ 0  = cos(x). 

Ainsi, la fonction cos est continue en le r®el x, et x ®tant quelconque, il en r®sulte que la fonction cosinus 

est continue sur . 

Exactement la m°me d®marche en utilisant la formule d'addition pour transformer sin(x +h) conduit ¨  

la fonction sinus est continue sur . 



Lemme

x sin(x) < x  
sin( x)

cos( x)
 

Preuve 

Propri®t® (bien retenir les r®sultats encadr®s) 

(sin)'(0)

(cos)'(0)

¨̈ ¨
­

=
­

= ¨̈ ¨

Preuve : (̈  lire par vos soins si vous voulez comprendre d'o½ sortent les choses, ¨ admettre sinon). 





Remarque : 

­
=

x sin(x)  x.

Th®or¯me 

ẍ ¨̈ cosõ(x) = ðsin(x)̈ ¨̈

x ¨̈ ¨sinõ(x) = cos(x)̈ ¨̈

Preuve : 



Propri®t® : d®riv®e de compos®e contenant une fonction cosinus ou sinus : 

Si u est une fonction d®rivable sur , alors, les fonctions f et g d®finies sur  par :  f(x) = cos(u(x))                

et  g(x) = sin(u(x)) sont d®rivables sur , et on a :  

f ' (x) = -u' (x)³ sin(u(x))     et            g' (x) = u' (x)³ cos(u(x)). 

Preuve 

Exemples 

f(x) = sin(4x)         ;    g(x) = cos( 
Ù

3
 ð3x)    ;   h(x) = sinĲ(3x)    ;   

i iõ(t) i(t)=Acos(wt+f), w

f 

f õ 2Ù

Solution : 

1) f(x) = sin(4x) = sin(u(x)) avec : u(x) = 4x et u'(x) =4. 

Donc f '(x) = u'(x)cos(u(x)) = 4cos(4x). 

 

g(x) = cos(  
Ù

3
 ð3 x) = cos(u(x)) avec : u(x) =  

Ù

3
 ð3x et u'(x) = 0 ð 3 = -3 

g'(x) = -u'(x) sin(u(x)) =-(-3)sin( 
Ù

3
 ð 3x)=3sin( 

Ù

3
 ð 3x). 

h(x) = sinĲ(3x) =sin(3x)³sin(3x) = uĲ(x)  avec : u(x) = sin(3x) et u'(x) = 3cos(3x). 

h'(x) = 2u'(x)³u(x) = 2³3 cos(3x) ³sin(3x) = 3 ³ 2sin(3x)cos(3x) = 3sin(6x) (formule de duplication 

du sinus). 





IV - Exercices de synth¯se sur ce chapitre 

Exercice I 

f f(x) = sinĲ(x) + 3cos(x),C

1a) Montrer que lõaxe des ordonn®es est un axe de sym®trie de C. 

1b f.

f 

a) x f õ(x) = sin(x)(2cos(x) ð 3). 

b) f f 

c) C

d) C C 

e) x x f(x)

f(x) a a






