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« En mathématiques, nous sommes davantage des serviteurs que des maîtres. »  Charles Hermite 
 

Chapitre XIII                                                            Dénombrement et combinatoire 

I – Généralités et vocabulaire 

Définition 

n n 

card(E) E card(E) = n. 

Dénombrer compter le nombre d'éléments

Exemples 

E = {a ; b ; m ; p} card(E)

m

z

card(F)

Remarques



L'ordre des éléments dans un ensemble n'intervient pas : {a ; b ; c} = {b ; a ; c}    

ensembles sont égaux exactement les mêmes éléments.

pas de répétitions d'éléments : {a ; a} {a}

Définition 

disjoints aucun élément en commun, leur 

intersection est vide. 

  inter
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Définitions

Exemple 

E = {a ; e ; i ; o ; u ; y} F = {e ; u}  

- 

- 

- E A E A E �̅�

E A.

�̅� xE xA

 

Illustration :   

 

Exemple  

i) {e ; f ; g ; h} {f ; t ; u},  

ii)  �̅�

Remarque  

Attention, lorsqu'on a deux sous-ensembles A et B d'un ensemble E, il est fréquent que A ne soit pas inclus dans B et que 

B ne soit pas inclus dans A. 

Illustration :  

Définitions 

partie de E d'un seul élément singleton. 
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n

paire partie de E constituée d'exactement deux 

éléments. 

ensemble les éléments les différentes parties de E P E

Exemples 

E

P E

i) E = {1} 

ii) E = {1 ; 2} 

iii) E = {a ; b ; c} 

iv) E = {a ; b ; c ; d}. 



Remarques  P(E) card P

P

n

 

Définition  

E k

k-liste E k liste k k-uplet E

liste ordonnée k E

parenthèses k-uplet

Exemples 

E

E attention 

l'ordre des éléments est fondamental dans une k-liste). 

E E

E E
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E E

Remarque k-uplet, répétition ordre

fondamental. 

Définition 

2-liste couple. 

(a ; b)  (b ; a)

3-liste triplet

Définition 

E F

E F, E F E F

(x ; y) xE yF

E F {(x ; y) / xE, yF



 

Exemples   

E {a ; b ; c} F {b ; e}.

E F

E F E F F E.

E  F = F  E

E = F E F = E E E².

x ; y x y

Remarques 
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E, F, G E  F  G E F G)

(x ; y ; z) x y z

E = F = G E F G = E E  E = E3.

Plus généralement k

k E1 , E2 , …..Ek

E1 , E2 , …..Ek E1  E2  ….. Ek

k uplets a1 ; a2 ;……; ak) a1 E1 , a2 E2 , …., ak  Ek

E1  E2  ….. Ek {(a1 ; a2 ;……; ak) / a1 E1 , a2 E2 , …., ak  Ek

II- Principes simples de dénombrement 

A-Le principe additif 

n p

disjoints card(E) = n card(F) = p. 



lorsque E et F sont disjoints card 

En pratique, si vous avez deux sacs de billes, une façon de compter le nombre total de billes que vous possédez est de 

compter le nombre de billes de chaque sac, puis d'additionner ces deux cardinaux. 

Exemple 

{a ; b ; c} {y ; z}, card 

A card( �̅�)

Illustration et justification :  

 

  

p

E1, E2, ……, Ep p deux à deux disjoints

card(E1   E2   ……   Ep)

card
1

p

i

i

E
=
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Revenons au cas général E F non nécessairement disjoints

card(E  F)

Illustration et preuve : 

 

 

Exemple  

a)

b)

c)



B - Le principe multiplicatif

Principe multiplicatif   

n p

E F card E n card F)  p

EF card E F

card E F

E F

Exemple 

E a ; b ; c F card (E  F)

E F

a (a ; 1) (a ; 2) 

b (b ; 1) (b ; 2) 

c (c ; 1) (c ; 2) 

E F

Remarque
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E1 , E2 , …..Ek

card(E1  E2  ….. Ek ) = card(E1)card(E2)…… card(Ek). 

Exemples 



Propriété 

E n k

k-listes k-uplets E E k

Preuve : Par récurrence sur k ! 

Exercice 1 

a)

b)

c) A B et C

d)

e) QCM

f) QCM 

g)
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h) n n 

i) n n–uplets



Théorème (nombre de parties d'un ensemble fini). 

n

E n card(P (E))

Preuve

n

n n n

Initialisation n card(E)  P  card P

card P

Hérédité n n

n n

n card P

E' = {x1, x2, ………,xn, xn+1} = {x1 ; x2 ; …..; xn}{xn+1 } =E {xn+1 } où                                                               

E = {x1, x2, ………,xn } est un ensemble de cardinal n. 

Les parties de E' sont de deux sortes : celles qui contient l'élément xn+1 et celles qui ne contiennent pas cet élément. 

 

- Les parties de E' contenant l'élément xn+1 sont au nombre de : 

- Les parties de E' ne contenant pas l'élément xn+1 sont au nombre de : 

Notons F (respectivement G) l'ensemble des parties de E’ correspondant au premier tiret (respectivement, second 

tiret) : F et G sont disjoints car une partie ne peut pas contenir l’élément xn+1 et ne pas contenir cet élément !   

De plus, F  G =E’, donc, d'après le principe additif, on a donc : ……… 

Exemple 
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C- Arrangements et permutations 

1) La notion de factorielle 

n

n n n!

n

 n! = 1 2….. n    

     

math PROB

n! n

n! n 

n  (n+1)! = …..……. 

Exercice 2 

A B
7!−5!

4!

D
1 1

! ( 1)!n n
−

+
n E

!

( 2)!

n

n−
n

 

5 6 7 8 9 10     B = n(n+1)(n+2) C = n(n– 1)(n – 2)….(n–k+1), où 2 k n.
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Exercice 3 

 

n! n 

 

2) Définition (arrangement) 

k n 1kn, E n

k-arrangement E k E

k-uplet d'éléments deux à deux distincts de E, k- E E deux à deux 

distincts tous différents, aucune répétition d'élément

Exemple  

E E

E 

k-listes, l'ordre des éléments est fondamental dans un k-arrangement.  

Propriété 

k n 1 k  n E n

k-arrangements E k 

n(n–1)…..(n–k+1)

Preuve : 

Ecrire un k-uplet d'éléments de E deux à deux distincts revient à choisir d'abord dans E un premier élément : n 

choix sont possibles. 
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Ce choix étant fait, on a alors n–1 choix possible pour le second élément du k-uplet (pas de répétition !). 

Ainsi de suite, les positions 1,2,….,k–1 du k-uplet étant occupées par un élément de E, il reste donc pour le dernier 

éléments du k-uplet, n –(k – 1) éléments de E comme choix possibles. 

Dénombrer les k-uplets d'éléments de E deux à deux distincts revient à chercher le cardinal du produit cartésien 

suivant constituant E : 

E1E2……Ek où : E1 = E (choix du 1° élément du k-uplet, noté x1)  ; E2 = E1 – {x1} donc  card (E2)=n–1. 

etc….. Ek = E1-{x1 ; x2 ; ….; xk-1}, donc card(Ek)=n–(k–1). 

D'après le principe multiplicatif, on a donc : n(n–1)…..(n–k+1)   k-uplets d'éléments deux à deux distincts dans 

E. 

Exercice 4 

a) 

b)

c)

d)

e) 

 

 

3) Permutations 

Définition 

n E n

permutation de E n-uplet E. 

Exemples 

E = {a ; b ; c}, (b ; a ; c) E, (c ; b ; a)

E
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E

Propriété 

Le nombre de permutations d'un ensemble à n éléments (n  1) est égal à : …….. 

Preuve : Il suffit d'appliquer la propriété précédente qui donne le nombre de k-uplets de E lorsque  k = n. 

Le nombre de n-arrangements de E, c’est-à-dire le nombre de permutations de E est égal à :                                

  n(n–1)……(n–n+1) = n(n–1)…. 1 = n! 

Remarque : dans une permutation, l'ordre des éléments est fondamental, et tous les éléments de E 

figurent une fois et une seule au sein de cette permutation. 

Exercice 5 

1)

CHIEN

Culture : ces mots sont appelés des anagrammes du mot CHIEN, c’est-à-dire des mots s'écrivant avec exactement les 

mêmes lettres que celles du mot CHIEN. 

2)

3)

a)

b)

3) 

 

1080.



13 
 

) Combinaisons 

Définition 

Soit n un entier naturel et E un ensemble à n éléments et k un entier naturel tel que : 0  k  n. 

On appelle combinaison de k éléments de E toute partie (= sous-ensemble) de E ayant k éléments, 

(c’est-à-dire de cardinal k).  

Exemple 

E E

Remarques fondamentales 

- Dans une combinaison, l'ordre des éléments n'intervient pas ! 

- Dans une combinaison, il n'y a aucune répétition d’élément ! 

- Si p> n, alors il n'y a aucune (=0) combinaison de p éléments dans un ensemble de cardinal n. 

Notation  

k n E
n

k

 
 
 

k parmi n  Le nom savant de 
n

k

 
 
 

 est coefficient binomial. 

Exemple 

Soit E = {a ; b ; c}. Ici, card(E) = ……., donc n = ….. 

1a) Ecrire la liste des combinaisons de E formées d'un seul élément :  

1b) Combien y a-t-il de telles combinaisons ? En déduire la valeur de  
3

1

 
 
 

. 

2) Ecrire la liste des combinaisons de E formées de deux éléments. Combien y-en-a-t-il ?  Valeur de 
3

2

 
 
 

 ? 

3) Ecrire la liste des combinaisons de E formées de 3 éléments. En déduire la valeur de 
3

3

 
 
 

. 

4) Combien vaut 
3

0

 
 
 

? Pourquoi ? 
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Exercice 7 

n

n

 
 
  0

n 
 
  1

n 
 
 



n

k

 
 
 

Propriété clé 

Soient n et k deux entiers naturels tels que : 0  k  n. 


n

k

 
 
 



Remarque : si k 1, alors 
n

k

 
 
 

= ………………………………………..(notation en extension). 

Preuve : 

Cas particulier récurrents 
0

n 
 
  1

n 
 
 

n

n

 
 
 

n 
2

n 
 
 



10

7

 
 
 

Remarque

math PROB

E

Exercice 8 



Exercice 9 
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Exercice 10 (où comment faire rêver les examinateurs au grand oral…) 

a)

b)

c)



 

Exercice 11 

 



Exercice 12 

a) 

b)



Exercice 13 

1a)
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1b)

 

 



Exercice 14

a)

b)

c)



Exercice 15 

n

n



Exercice 16 

a) b)



Exercice 17 

octet

a)

b)
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c)

d)

e)

Propriété de symétrie du nombre de combinaisons 

Soient n et k deux entiers naturels tels que : 0  k  n. Alors 
n

k

 
 
 



Preuve : 

Méthode 1 : Par le calcul, en utilisant les factorielles : 



Méthode 2 : (préférable) 

Soit E un ensemble a n éléments, vu que 0  k  n, 
n

k

 
 
 

est donc le nombre de parties de E constituées de k éléments 

distincts de E. 

Or, à chacune des parties de E constituée de k éléments distincts correspond une unique partie de E contenant tous les 

autres éléments de E, au nombre de n – k (appelée la partie complémentaire de la partie choisie dans E). 

Il y a donc autant de parties de E à k éléments que de parties de E à n – k éléments. 

Or le nombre de parties de E à n – k éléments est égal à : ………. 

D'où la relation. 

Exemple 

30 9
  ; 

29 7

   
   
   

Propriété : relation du triangle de Pascal 

 n  k 1  k  n – 1,
     
     
     

.... ....
= +
.... ....

n

k

Preuve : Méthode 1 : avec du calcul et des factorielles : 



Méthode 2 : (par le dénombrement, donc préférable). 

Soit E un ensemble à n éléments, où n 1 et k un entier tel que 1  k  n – 1. 

On sait que  
n

k

 
 
 

est le nombre de parties de E à k éléments distincts. 

Soit x un élément quelconque de l'ensemble E :  
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Il existe deux sortes de parties de E à k éléments distincts :  

Celles qui contiennent l'élément x et celles qui ne contiennent pas l'élément x. 

Or les parties de E à k éléments contenant l'élément x sont au nombre de ……… : en effet, fabriquer une partie de E à k 

éléments revient à adjoindre à l'élément x ……..… autres éléments de E. 

Les parties de E à k éléments ne contenant pas l'élément x sont au nombre de …………: en effet, fabriquer une parie de 

E à k éléments ne contenant pas l'élément x revient à fabriquer une partie à k éléments d'un ensemble qui contient …… 

éléments. 

D'après le principe additif, on a donc : (dessin). 

0
1

0

 
= 

 
n 1

0

n n

n

   
= =   

   

 
n       k                                                            
                 

 
0 

 

 
1 

 
2 

 
3 

 
4 

 
5 

 
6 

 
7 

0 
 

        

1  
 

       

2  
 

       

3  
 

       

4  
 

       

5  
 

       

6  
 

       

7  
 

       

On complète donc la colonne correspondant à k = 0 avec des 1 et la diagonale correspondante à k = n avec des 1 :         

au-dessus de la diagonale précédente, on ne met rien (car si k > n, alors 
n

k

 
 
 

= 0, donc cette partie- là du tableau n'a 

aucun intérêt (vous pouvez la remplir de 0 si le cœur vous en dit !). 
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n       k                              
                 

 
0 

 

 
1 

 
2 

 
3 

 
4 

 
5 

 
6 

 
0 

 
1       

 
1 

 
1 
 

1      

 
2 
 
 

1 
 

 1     

 
3 

 

 
1 
 

  1    

 
4 

 

 
1 
 

   1   

 
5 

 
1 
 

    1  

 
6 

 
1 

     1 

Pascal 

1

1
         :   

1

n n

k k

n
nouveau coefficient binomial

k

   
+ =   

+   

+ 
 

+ 

   

 Par exemple

0

0

 
 
 

1

0

 
 
 

1

1
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2 2 2
; ;

0 1 2

     
     
     

Triangle de Pascal donnant les valeurs de 
n

k

 
 
 

 pour tous entiers k et n tels que : 0 k  n 10. 

 

 

 

 

 

 

 

Propriété 

Pour tout entier naturel n, on a : 
0

n

k

n

k=

 
= 

 
  …. 

Preuve :  

Exercice 19 

n

k 1  k  n

1

1

n n
k n

k k

−   
=   

−   
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+ loi de Pascal : proba d’obtenir 3° succès lors du 8° lancer…. 


