LES VECTEURS

,zhagitre Vi
I — Généralités

Définition 1 : On dit que d

Remarque : une direction étant fixée,
a deux sens de parcours : de A4 vers B et de B vers 4.

Tllustration : Sur la droite (4B), il y
~» AW somsda M da. R SRy

eux droites ont la méme direction lorsqu’elles sont paralléles.

il y a deux sens de parcourssur une droite donnée.

_@M_z Un ve(%eur est un “segment de droite orienté ».
B
Illustration :
A/ﬁ't
r un vecteur :

11 faut trois renseignements pour caractérise

Sa direction (celle de la droite (4B)).

—  Son sens (de 4 vers B).
_  Sa longueur, encore appelée la norme du vecteur,

[4B].

qui n’est autre que 1a longueur du segment

Le point A est appelé I'origine du vecteur AB, le point B est appelé Pextrémité du vecteur AB.
La fléche sur un vecteur va toujours de l'origine vers l'extrémité de ce vecteur !

ni une droite, ni un segment.

Remarques importantes : Un vecteur n’est ni une longueur,

Ne pas oublier la fleche dans la notation des vecteurs qui donne tout
[4B]=[BA] ,et (4B)=(B4)

son sens au vecteur.

En particulier, A5 #BA AB #BA , tandis que AB=B4 ,
veaaus longueurs segments droites
ni de sens, et sa norme vaut 0.

Des cas particuliers de vecteurs: Le vecteur nul n’a pas de direction,
On 'appellera le vecteur nul : on le notera ' un vecteur est nul lorsque son ongme coincide avec son
extrémité.

Deux vecteurs qui ont la méme direction, la méme norme, mais des sens contraires m{célts opp!
Les vecteurs BA et E sont o%sés : par ana.logie

etona: BA -

noté —



D yecteurs sont égaux $%ils ont les mémes caractéristiques, a savoir s’ils ont la méme direction, le méme
¢ ¥ Deux

sens. et la méme norme. vy

. Dire que les vecteurs AB et CD sont égaux signifie donc que les droites (AB) et (CD) sont
alléles, que I'on se déplace pour aller de A vers B dans le méme sens que pour aller de C vers D, et
quenﬁn, l’es cegments [4B] et [CD] ont la méme longueur.

Exemple - sdentiquen

On donne la figure ci-contre formée de six carrés;j'uxtaposés !

=
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«) Citer deux vecteurs égaux. M= C:‘? M. .G

“T¥
)

4) Citer deux vecteurs qui ont seulement la méme nbrme.-ﬁ uta}‘{s_
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A d) Citer deux vecteurs qui ont\la méme direction, des sens opposés et des normes différentes., D

-

ale - A partir de maintenant, on emploiera fréquemment le terme de
teur : un représentant du vecteur AB est un vecteur qui est égal 3 AB.

Comme il y a une infinité de représentants d'un vecteur donné, on note conventionnellement i un tel
représentant, sans nommer son origine et son extrémité.
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Nous allons voir, grace & la propriété suivante, que les vecteurs constituent un outil trés performant ~
pour faire de la géométrie. i
Théoréme fondamental (Fait le lien entre les vecteurs et la géométrie). y ‘ :i
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. dos qu'on parle de vecteurs, de parallélogrammes, faites toujours, méme si cela n’est pas

At fgure & main levée.

demalll  Jotre attention sur le fait que ABCD est un parallélogramme équivaut a dire que

ré, DC et non pas
Jes points- €

’
RS wﬂ

—

w*-i-%-* i . AR =CR.
.' - h _‘" : gigga PUICTT\ &m!\-un. CABIL axk us Wc&&&mgﬂ\\m

10 S DS S O S SR T O
EeEESEESE SRR

AB =CD comme on est souvent tenté de I’écrire par rapidité. Attention & Pordre

A —
bl s 1JKL est un parallélogramme équivaut & dire que . T3 = W8
il ;F»-y _ RT = UV équivaut & dire que Wﬁ*—%‘x\:&o&&ﬁ%ﬂnm ..........................

n géométrique d'un représentant d’un vecteur donné (sur papier sans

ire le représentant du vecteur 4B d'origine C. = Capuuita. o, weasSn (appdd O ) Xl qua. -




Construire trois points 4, I et B tels que Al =1B .
Que peut-on dire du positionnement de ces trois points
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Il — transi

cer en ligne droite sans tourner est appelé une

Définition : Le mouvement qui consiste a se dépla

translation.
Par exemple, un escalator,

un ascenseur sont animés de mouvement de translation.

permet d’aller d’'un point 4 & un point B est appelé

Remargue : Le mouvement décrit précédemment qui

la translation de vecteur AB.

Propriété : Soit la translatio
Dire que D estl

- .

—

—_—
n de vecteur AB .

*image de C par la translation de’ vecteur AB équivaut a dire que oD =Ak.
S e ;




. Placer A et B, puis

Pour aller du point A au point B en suivant les directions des axes de coordonnées, on avance de 4 ||
unités & I’horizontale et on monte de X unités & la verticale. |

' andm que le vecteur AB a pour coordonnées (& ; 3.) et on notera en colonne les coordonnées d’un o1
A h&w \umﬂa«kg&._
”( M =

M notation, permet de différencier les coordonnees d’un vecteur de celles d’un point.

duplan etA(x‘ Sy d‘) et B(x 5 3 ¥ 5)deux points placés dans ce repére. -

N RS S .

pou coordonnées-WAB( el ')vv |

38 T4

J) est orthonormé alors! :
: ~ L“
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es des vecteurs suivants :

Exemple 2 : En utilisant le repére ci-dessous, lire les coordonné
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Propriété clé
Soit (0. 1, J) un repére du plan.

S )
Deux vecteurs sont égaux si et seulement si ils ont Sa»V\EMES.mﬁNEES ..... SR

; 3 () ; , (e=x!
x, 'y, y' étant des réels,ona: ¥V u iy etv " sont égaux si et seulement s1:< & "&‘ LA

Exercices fondamentaux (3 maitriser parfaitement.)

Exercice 3
1) Dans un repére (0 ; I; J), placer les points : A(1 ; 2);B(-38; 4)etC(-5 , —4) et D{-1:~6).

92) Démontrer que le quadrilatére 4BCD est un parallélogramme.

3) Déterminer les coordonnées du point K centre de ce parallélogramme.
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coordonnees du point N tel que le quadnlatere KLMN soit




\[ Réduire les sommes de vecteurs suivantes : T 1

=4 9364 <2 U

3 —2+L§-:C3
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I = Opérations algébriques sur les vecteurs

A) Somme de deux vecteurs

Intuitivement, on comprend aisément si I’on raisonne en termes de translation, que prendre un

escalator qui emméne de A & B puis prendre un autre escalator qui emmeéne de B a C revient 3
prendre un escalator qui emmeéne de A a C.

De cette fagon assez intuitive, on va définir la somme de deux vecteurs : R +BL = AC

A~
Jsash. da.

¥ ¥ Propriété: Larelation de Michel CHASLES (1793-1880) v ¥

—> =
Pour tous points A, Bet C,on a: &Ba—Kﬁ:‘K

Remarques :
— Cette relation n’est valable qu’avec des vecteurs : écrire : pour tous points A, B et C,
AB + BC = AC constitue une monstruosité ! Pourquoi au fait ?

Pour appliquer cette relation, observez bien que les vecteurs doivent &tre mis bout & bout, c'est-
a-dire que 6" I'extrémité de I'un doit coincider avec l'origine de ’autre.6*

— Cette relation de Chasles, s’étend é_plus de deux vecteurs : gexemple, écrire plus simplement ,
» — — —— e
la somme de vecteurs suivante: AB+ BC+ CD+ DE.= f&.

Exemples : |

a

= wly —_ — = e = ‘—"_ _""'
&) 7R +AB + BZ=12-S; ¢) AT + BT - TI =REBC /) CD — CT= CD+TT =TeAd=Td __
s
ABCD est un parallélogramme.

Montrer, a 1'aide de la relation de Chasles, que pour tout point M on a . MA - MB

-

—> e v 4 =it
) FD+DE IE A A P7 T2+ h=-TR © ) +CR+BC = K&

E+§+ﬁ *‘; i 1

-

SO B £ ¢ T AT AR
r M

IR / | 4 1

o MR- -MD = BA+

| s | [

i O R % 3




. 150 ok 5 1‘?—”—

—
=

B ([ L L

ur AB + AC issu de A.
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A Comment procéder si l'on doit additionner deux vecteurs qui n’ont rien de commun ?

Méthode : on se raméne a ce que I’on sait déja faire, en construisant un représentant de I'un des deux
5 vecteurs dont 'origine est placée a 1'extrémité de 'autre.
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: Cpnstrgire un représentant du vecteur AB+CD d'origine O

il et L
| | | ﬁi’“—a (cofonction ‘

Ccd =
A .‘ M EEA-C% :S%_-\-E;:S;

Remargue : pour tout vecteur zZ, v, wona:1) u+v=v+u ;2) u+@W+w) =@+v)+w :3)u+0 = &
Notez l'analogie de ces régles avec celles connues concernant les nombres réels.

Propriété et retour de Panalytique

1) L’addition des vecteurs est commutative, c'est-a-dire que: AB + CD =CD + AB
é on permute I’ordre des deux vecteurs, mais pas l’ordre des lettres de chaque vecteur !

s [ 6L el AL o [ O
2) Dans un R.O.N. (O; I; J), soit AB(b] et CDLJ, alors AB+CD (k*i)

En d’autres termes, pour avoir les coordonnées de la somme de deux vecteurs donnés, il
suffit W AXDITIONNER. .. respectivement les coordonnées de méme nom de chacun des deux

vecteurs.

Remarque : Ces deux régles s'étendent 4 une somme de plus de deux vecteurs.

= 1) et C(6IE4),

—

\.\ wemple fondamental : Dans un R.O.N, (O ; I ; J),soitA(1 ; 2) ; B(-1;
; R
AB +AC.

; e
1) Faire une figure, puis déterminer, par le calcul, les coordonnées du point M tel que: AM=
i , \
2) Dé;erminer les coordonnées du point K tel que : KA + KB+ KC = 0.




! Lol lkr,x‘ 4t , .
\ 2o _r ww u
Jabs it 2 r
o 8] e SO BSOS ©55 © 00 ey g i m
B i g g e e i R S SN ST b -
= \,\lflx‘ILI\‘Iﬁ_KLrI IR SN SN WSRSE T afoiiad
b e 1 f.w} — ﬁl\l_v‘l\
& St g8 | oY | L L
ks Y||\AA = = 7 R 1‘\“ ”\llrl\,.’l“)‘ - —
EEEET A EEREE O a0
o (RWE vl S5 LS DERED B L wey S

’

| |
R S
| |
4
|
!

-

Ié

@ AT S

L

| a B e L T T
1 \\I/
\W . 3 a ¢
Bu REEmmc=Znn g
| ik 2 . : B 4
1 g
2 : i
| H , M» ' '
= = i ),
,_“ — 1 ~
'
_ 2

Ley

A5



10
3 r

it & un vecteur, et k un réel non nul.

m@ﬂmﬁo

mt du vecteur u par le réel k est le vecteur noté ku qui est défini comme suit :

rod

= 11 ku a la méme direction que u.
_ ki a: le méme sens que i sik > 0, et le sens contraire de u sik < 0.

Jii a pour norme : “kul = |k|x ] o || désigne la distance & O du nombre k appelée la valeur

absolue de k. Par exemple : Bl=.2.-8=.3..]-2,3 =23
Remarque : ik = 0,alors 0 x i = 0; si u=0, alors pour tout réel k, ku = 0.
~ U, 0,74u ont . Na. vasives.. I, ..o i ciahetadasansasvvadonsansasasntesnanssasaranssnsens

Exprimer la norme de chacun des deux derniers vecteurs en fonction de celle de  : || X \l=12\% 2= LU
1oAY 2 L= I0A X WA \=03

i}ﬁﬁrgmm&mﬂmkﬂm&uﬁhmumu&u&&&~ ............................................ “&“
rod | B B\x\\»“ al\xz\|
“"_\ MBI

- Sur chacun des exemples ci-dessous, exprimer, lorsque c'est possible, le vecteur v
\mﬁm«.

vecteur i, c’est-a-dire, trouver, si possible, un réel k tel que: v = =ki:& q_s; un
fonction du P T : ) q u.?mu.

e de chacun des deux derniers vecteurs en fonction de celle deu: \ ?>

D e L L S TR R, T T W Vi VAT e \%\ 2

Exprimer la norm

A
=

Qu—3&

cL\\s-— -1—3
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Définition : ¥ Deux vecteurs et y non nuls sont dits colinéaires s'il existe un réel k tel que v = ki.v

Remargue : colinéaire signifie porté par la méme ligne, & savoir que des vecteurs colinéaires non nuls
ont la méme direction et réciproquement. iNEAIRES = Vatkmusa da wasra dixask

En particulier, lorsque v = — i, i et v sont opposés (k = — 1). Des vecteurs opposés sont donc
colinéaires. Attention, des vecteurs colinéaires ne sont pas nécessairement opposés !

On convient que le vecteur nul est colinéaire a tout vecteur.

xercice 6 : [AB] est un segment de longueur 6 cm. Construire un tel segment, puis placer les points
M, N, P et Q sachant que :

—
i O AM=248 : W AP-254B ; o AN=-154B d) BG - - AB.
T i ;TR I wil C AR e T

( ‘L—Tl R .

. 7 : Construire le représentant d'origine O du vecteur &— é Ki ( -c-?b 3 .&g 3 ]}:
: ~-b= + (- =

|( g B 'O'E :3%
KL=2C )
P - o+ X, = Ok K= O
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Propriété
Soient 4 et B deux points du plan.

- > i
i LR S ou encore A\ A il
¥Dire que le point I est le milieu du segment [4B] équivaut a:. AN A

: ; ; i dontient 1
A l'aide de la propriété précédente, démontrer aprés les avoir x;ap%zl:z:, :z:rréia{z:é:r.xs qui donnent les
A coordonnées du milieu d'un segment en fonction des coordonnées
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Dans un repére orthonormé (0 ; I ; J), on considére les points A(2 ; — 1) : B(3;4) etC(-5:2).

En raisonnant sur les coordonnées des vecteurs, déterminer les coordonnées du point M tel que :

AM= AB+ 24C| En déduire E+2A—é".
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a.-la.\--JQ;
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S+toT A

: = AB &+ S L.AT,. A
R i:z—‘h ,Q“#& ‘
(o Y
1
4 B
NI =)ty <
1= N2o%

: A B Bet Csont tro1s points donnés du plan. On se pro d
9 DA + 3DB=DC. Propose de construire le point D tel que: |

a)gAi‘ai&e de la relation de Chasles, exprimer le vecteur AD en fonction des vecteurs AB et AC.

| b}Consmnreahrs rigoureusement le point D.
& CECT IO T
— ; - ] . P l% 1 ‘
Lﬁ v e AT : l _lLl’ | 1 l RS 28 0
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‘ A
v —p —3p
¥ Trois points A, B et C deux a deux distincts sont alignés si et seulement si &*ﬂ» S OV

Preuve : évidente, résulte de la notion méme de vecteurs colinéaires.

Pr ¢y i
oriep;z le temps dg comprendre que, les origines et extrémités de deux vecteurs colinéaires qui ont une
gine ou extrémité commune, forment trois points alignés.

Cela est utile en exercice.

TR U diaghn Aayutumale &1 BR B bt liniiony

13

ABCD est un parallélogramme.
+3
Al | +3 g
€
e
/ / 1

/ FlE:

i ]

ii) Quelle conjecture émettez-vou

n de Chasles, exprimer 133 en fonction des vecteurs DA et AB.

iii) A l'aide de la relatio

iv) Démontrer que 3 DF

i) Construire rigoureusement les points E et F sachant que :‘4:117 =3 Iﬂet@ =

1
133,

v) Qu'en déduit-on concernant les points D, E et F.

s concernant les points D, E et Fe

= 8DC + 36?, puis en déduire que 3DF = DE.

—- = BR=T
T aE
; ' w9
: i
; AR )L ) bl 5|
i lieiime gl e e 2 DL L '
= 5 = \
il e ‘5-; - J___,,
[ [-“::‘_‘ \
it 'v,"".'“. 3 [
SRk L T
I O |




";:B, C et D sont quatre points distincts.
v (AB) et (CD) sont paralléles si et seulement si.. B gk O,

et e bstai vy

mest un triangle, 7 et oJ sont les points tels que: A7 = —g— AB et AJ = % AC

 La figure ci-contre résume la situation :

ﬁmmer BJ en fonction de BA et AC. ] .‘

) Etablir que IC = %EZ+ AC.
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B A

initi
Deux vecteurs 7 et V forment une base de 'ensemble des vecteurs du plan s'ils ne sont pas colinéaires

On notera (@ : v) une telle base.

4 [Base = couple de vecteurs non colinéaires|
n repére orthonormé (O ; I ;¢J), de noter : T = 0l et 7 = Od.
le repére (O ; I ; J).

arque : On a coutume, dans u

Remarg ' '

On parlera de la base (7. '7) au lieu de dire dans
amont, on a : si (7,]) est une base des vecteurs du plan, tout vecteur ;;

forme:u = x 1 +y J : les réels x et y sont appelés coordonnées (ou

base (i ; 7).

Grace a des propriétés vues en

s'éerit, de facon unique, sous la
< =

composantes) du vecteur u dans la

Exemples

—p
Soit (7 ;7) une base du plan. \ >
Siu = 27 + 8j, alors, dans la base (il ian 0 : s (,_,\

SiT = 5,27 — 27, alors, dans la base (7 ; N,ona: ¥ (":': \B

s

34

fa—ir

ol —
St w alors on a : $3=-

Exercice 13
Déterminer les coordonnées des vecteurs i , ¥ et w dans la base (7, ] ).

w

Y

£l




