lCha.pitre yieg &Dérage dans le plan, géométrie repérée

I — Repérage dans le plan
Définition

On appelle repére du plan, tout ensemble formé par trois
On notera (0: I;J) un tel triplet formé par les trois point

points non aligngs, appelé up
s 0, I et J non alignés,

O est appelée I'origine du repére, c’est I'intersection des deux axes du repeére,

L’axe (OI) est appelé I'axe des abscisses ; en général, la lettre x désigne I'abscisse.

L’axe (0J) est appelé I’axe des ordonnées ; en général,{la lettre y désigne P'ordonnée,
axe des exdonncele— y bl
Illustration : edevnie . dy ik N/O § T X _
.3 -,ng~A 4 L -> ave dey
Remarque A !
abseitte dy peunt,

Soit (0; I ; J) un repére du plan.

;%) de nombres.

Tout point M du plan est repéré par un unique couple (x
née du point M

x est appelé 'abscisse du point M, et y est appelé 'ordon

On notera : M{x; ¥) pour dire que le point M a pour abscisse x et pour ordonnée y-

Attention, I'ordre dans les coordonnées est crucial : d’abord I'abscisse, ensuite Pordonnée !'
=== U4alIS Jes coordonnées est crucial ‘

Par exemple M (2 ; 3) n’est pas le méme point que NV (3 ; 2) !t
TR < < :

Dansle repére (0;1;J )» le point 0 a pour coordon
(450, et le point J a pour coordonnées J(0. A%,

nées 0(.0;0.), le point I a pour coordonn

Exemple de repére quelconque (0 : 1 : J)

Dans le repére ci-dessous (0:1;7J), lire les coordonnées des points 4 et B, puis placer les
C(-3; 2),D( ; -2) et E(- 4 ; 0) '
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sfiniti Un repére est dit mlmggn_gllorsque ses ;
2 axes sont perpendiculaires
n repére est dit orthonormé lorsque s : "
U orsq es ¢ '
raduer chacun des deux axes. ' : i méme un - gA pour
‘mmﬂm@huﬂyala ité

Au lycée, on est trés souvent placé dans des repéres ortho
normsés,

Illustration graphique :
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Exemple

a) Dans un repere orthonormé (O ; I ; J), construire I'ensemble des points du plan qui ont pour

ordonnée le nombre 3. =

b) Dans ce méme repére, construire avec une autre couleur I’ensemble des points du plan qui ont pour

abscisse le nombre -1.
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f .}la figure ci-dessous est composée d'un carré, d'un
it rectangle et d'un triangle rectangle.
yul [ | ~< \4
v-:_r" i' : 4

Tl =
o ! ) a
g £ ' & TR
e 1. Donner les coordonnées de tous les points de cette
figure dans le repére (H, D, B).
B 0% [ 2. Le point K a pour coordonnées (0,5 | -0,5) dans ce
| Sp repére.
B Est-il dans le carré, le rectangle ou bien le triangle ?
3. Exprimer les coordonnées de tous les points de la
figure dans le repere (F, E, G).
Jeacd &. Exprimer les coordonnées de tous les points de la
3 figure dans le repére (H, B, G).
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Propriété 1 ( Calcul des coordonnées du milieu d’un segment)
Soit (0 ;1;J) un repére du plan.

Soit A(x43 y4) et B(xp; yp) deux points dans ce.repére.

& Le milieu K du segment [AB] a pour coordonnées K(xx ; yk) avec:

_ Tp+ 2 | .
B L 4 4 xKk = Ai B et yK = {arqs
p

On justifiera ces relations lors du chapitre sur les vecteurs.

Avant de commencer les exercices suivants, voici quelques rappels sur les quadrilatéres.
ApNicaien : e
S C (2;-6) <D (6; AW
Collenlex Ver comdemncer daM .
Done M (2 Y ) asee. Tz Tet ™
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QUADRILATERES PARTI CULIERS

Parallélogramme
B

1) Un quadrilatére est un parallélogra : % EAE
mme . —

opposés sont deux a deux parallsles. e e b
2) Un quadrilatére est un parallél - g »
p ogramme si et seulement si ses c oL

T

diagonales se coupent en leur milieu

D \
‘T\"_:‘"
S ;L\ — ‘y_
Ces deux régles vous donnent des moyens Hiata b
(8] i s s , b ok
yens pour justifier qu'un quadrilatére et un parallélogramme. i)
Par exemple, pour justifier qu’'un quadrilatér , g ; b

Hir i 5 & 1 fetlin e est un _parallelogramme, il suffira d’expliquer pourquoi |
ce dernier a ses diagonales qui se coupent en leur milieu. b=
1

\
Remarques : un paralle):logramme a donc ses cotés opposés de méme longueur, par-contre, les e
diagonales d'un parallélogramme n’ont pas nécessairement la méme longueur. B
H

Point de logique : en mathématiques si deux affirmations ont 1a méme valeur de vérité (c’est-a-dire
vraies toutes les deux ou fausses toutes les deux), il en est de méme pour leurs négations.

égations du point 2) de 'encadré ci-dessus:

Donc en prenant les n
pas un parallélogramme si et seulement si ses diagonales ne se coupent pas en.

Un quadrilatére n’est

leur milieu.
Ceci donne rapidement un moyen

justifiant que ses diagonales ne se coupent

de prouver qu'un quadrilatere n’est pas un parallélogramme en
pas en leur milieu !

o c

L
v

Rectangle

-
@

1) Un quadrilatere est un rectangle si et seulement si tous ses angles sont droits.

2) Un quadrilateére est un rectangle si et seulement si ses diagonales se coupent en leur milieu et ont

la méme longueur.

exemple de justifier que c’est un

rectangle, il suffira par ales de méme

Pour justifier qu'un quadrilatére est y Rk
paralfélogram?ne ayant un angle droit, ou encore, un parallélogramme ayant ses diag

longueur.
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Ji 1) Un quadrilatére est un losange si et seulement si tous ses c6tés ont la méme longueur,

f 2) Un quadrilatére est un losange si et seulement si ses diagonales se coupent en leur m&ﬁmﬁgm“
' perpendiculaires. :

Pour justifier qu'un quadrilatére est losange, il suffira par exemple de justifier que c’est un
parallélogramme ayant deux cotés consécutifs de méme longueur, ou encore, un parallélogramme
ayant ses diagonales perpendiculaires.

Carré

A 3 B

Clli Un quadrilatére est un carré si et seulement si ses 4 cotés sont de méme longueur et s'il a 4 angles
o1ts.

2) Un qgadrilatére est un carré si et seulement si ses diagonales se coupent en leur milieu, sont
perpendiculaires et ont la méme longueur.

Pour justifier qu'un quadrilatére est carré, il suffira par exemple de justifier que c’est un rectangle
layant deux c6tés consécutifs de méme longueur, ou encore un losange ayant ses diagonales de méme
ongueur.



Ces propriétés qui caractérisent ces quadrilatéres fonctionnent dans les deux sens (on parle de double implication en
mathématiques) :

Si je sais qu ‘un quadrilatére est un carré, alors j'ai le droit de dire que ce dernier a ses diagonales qui
se coupent en leur milieu, perpendiculairement, et qu’elles ont la méme longueur.

Réciproquement, si je sais qu'un quadrilatére a ses diagonales qui se coupent en leur milieu,
perpendlculauement et qu’elles ont la méme longueur, alors il est vrai d’affirmer que ce quadrilatére

est un carré.
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Soit (O ; I ; J) un repére du plan.
a) Placer les points A (25 8) et B(1;-4).
b) Déterminer les coordonnées du point K, sachant que K étant le milieu de [AB].

¢) Soit C (5 ; 9) et D (-2 ; -3). Déterminer les coordonnées du milieu du segment [CD].

d) Qu'en déduisez-vous concernant le quadrilatére ACBD ?
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Jxerci
Soit (O ; I ; J) un repére du plan, et A (2,5 ; -1,5)
a) Déterminer les coordonnées du point H, sachant que H est le symétrique du point A par rapport
au

point J.
b) Soit T (-1 ; 4). Déterminer, en justifiant, les coordonnées du point B de telle sorte que le
quadrilatére ABHT soit un parallélogramme.
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g Trouver une méthode pour déterminer la longueur ol

Sait(@ ; 1 ; J)un repére orthonormé, et A (2 ; 4) et B(3 ; 7).
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repére orthonormé) T IR

Propriété 2 (Calcul de la distance entre deux points dans ur

Soit (0;1;J) un repeére ORHONORME du plan.
Soit A(x43y4) et B(xB ; yB) deux points dans ce repére.

La distance entre les points A et B est donnée par :

vevy AB \{’;}- =N -&-(:‘E Ya) —\/(T‘%/ &'X\&xmzw ".'\j

R P czmm(xg Iﬂ) Hn\
15 I devc AR - z
A (r-gxnh(gg.y '

Essavons de comprendre et de justifier cette relation :

Seded| (2354, )
%4&. .m(\iu.nmﬁ% -\\ *a :z."c, R
Q‘Hih‘t““- o
cifatargs 4 R“l (x>, )"
M 'HB 4 (33 \dﬁx?_

Dans un repére orthonormé (O ; I ; J), on considére les points: A(2 ; 3) et B(4 ; 7).

Déterminer la valeur exacte de la longueur AB, puis une valeur approchée au centiéme pres.
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Voici deux rappels importants : le théoréme de Pythagore ainsi que sa r éciproque :
Théoréme de Pythagore % oem. dop

= SiABC est un triangle recta Soxdy ¢
ngle en A, alors |BC2 — AB? 1. AC2 Ekwkém.,

* Réciproque: Si ABC est
ntriangle tel que BC2 — Ap2 + AC2

est rectangle en A. ralorscetriangle 5

If.'fhemfme de P ythagore sert donc excluswement a QD&&;&&.;, ane ) mei,m“
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Dans un repére orthonorme (O ; I; J),onconsidéreles points:A(2 ;1) ; B(4; -2)etC (5; 2) _’ |
a) Faire une figure. Quelle conjecture peut-on émettre concernant le triangle ABC ? e
Sl i i j ffectuée. _T:
b) Alaide d'une démonstration, valider la Eon;ectuz:e,e : |
‘ . Dans les exercices, on pourra parfois, si besoin est, calculer le carré des distances pour :
simplifier les écritures. |
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I 60 Dans un repére orthonormé (O ; I ; J), on considére les points : A(5 ; 1) ; B(3 ;4). :
“}_w a) Faire une figure. Quelle conjecture peut-on légitimement émettre concernant la nature du triang] d
11l ®AB? e
1 B
el b) Le triangle OAB est-il isocéle ? Justifier. ’:
fﬁnﬁ!: ¢) Quelle conclusion tirez-vous de cet exercice ? A ::
1 1
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: i) Dans un repere orthonormé (O ; I ; J), placer les points : A(1:3),B(3;-2),C(7;:-1) et D(9; 2
3 Soit K le milieu de [AB], L le milieu de [BC], M le milieu de [CD], N le milieu de [AD]. ) 3
: ii) Compléter la figure. i
: iii) Quel constat faites-vous concernant le quadrilatére KLLMN ? :
& iv) A l'aide d'une démonstration, déterminer la nature du quadrilatére KLMN, :
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‘;«j S LM = \]Y::L — Yk (ern ¥
TR N e M =N (5-3Y*+(5,5-0,2)

i LN B e RS0 3 | :
| T“'“‘TWS D} 4,@%4 | LM =N{(-2)+(2)" = Nael
WL e ey = \ash

KL= R e | _

e
L MN= Ve Yo (-4 ) N c

im_’MN = V\{-g :;32':'(.0,5 - ?.,Sé KN = W( 5'13 + (015 '115)

98- MN = W:\b.yu | KN = 32 L2)= 9 +4
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HI- Compléments de géométrie

1 Définition

Soit O un point du plan et r un réel positif. Le cercle de centre O et de rayon r est I'
du plan situé 4 la méme distance r du point O.

ustration : &0. QMS‘&O. AE.
1 K canlse Q ok do Noyen.

o

ensemble des points

+M

e ey e v e e |

Conséquence : pour prouver qu'un point M appartient au cerc] i
ST ovie OM = 4. cle de centre O et de rayon r, il suffira

Définition

N Y NS}
e ————

I

|

Soit Cun cercle de centre O et de rayon donng, et A un point appartenant & ce cercle

7 . :

- Onappelle TANGENTE bu cercte @ oy 1, '
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Dans un repere orthonormé (O ; I ; J), on considére les points: A (2 ;4) ; B(-2 ; 2)etC (=1 B) —
a) Déterminer Jes coordonnées du point L, sachant que L est le centre du cercle de diamétre AB.
p) Démontrer que le point C appartient au cercle de diamétre AB. e

~ ¢) Construire la droite (A), ot (A) est la tangente au cercle de diamétre AB en le point B. ——
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et Aun point du plan.

ht d'intersection de la droite (d) et de 1, B

Soit (d) une droite, ; 4
-1 du point A sur la droite (d) est le po
Le projeté orthogonal du point e
PerI}:endiculaire  (d) passant par 4. i%\g%{l‘m‘) “Zﬂ\?‘"\n\ W
A 9 Vo dase (A B
Illustration : % A &,

un ( 1) L

1 4 | i Remarque : | %
. i T L
N1 siAappartienté(d),M\a,.‘,ﬁmgﬂ\eﬂe‘\ﬂ.é&ﬂ ) ook P'N“}«i\ |

1 | 1 . A 5.8 . . te : ;

Si An'appartient pas a (d)ona la caractérisation suivan ; ' 1

& Propriété
i Le projeté orthogonal H du point A sur la droite (d) est le point de la droite (d) le plus proche de A, !

B c’est-a-dire : = :L%:
i B Pour tout point M appartenant a (d) et distihct de H, on a: AM >AH.

1 usrasion et justification '
J ,&mf“ *’“"rg‘*‘!r*‘“ﬁm&m T R e \ ,
;—_M &wkﬁm’ &uw,&&mﬁb&,ﬂ“& &LM“WM%&& : 1

‘ e : Denc. AM > AH
W B Définition : On appelle distance d'un point A a une droite (d) la longueur 4H, ou H est le projeté

1— orthogonal du point A sur la droite (d).
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Exercice 7

O. En utilisant le codage de |
gty B¢ de la figure, compléter les
:s): lipmjete orthogonal du point & sur la droite (AD) 4 Cc
b ¢
J:'ﬁm orthogonal du point C sur Ja droite (AB)

s ©) L projeté orthogonal du point A sur Ia drojte
0y pe T : | 40 est Q,
4 9 Ladistance du point C 4 Ia droite (BD) est co
& e) La distance du point B 4 15 droite (AD) est.'.'.. '3' £

Sur I figure ci-contre, ABCD esf un losange de centre K
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¢finition

it ABC u :
:::l'pendiculaire 4 la droite (BC).

n triangle. La hauteur issue de A du triangle ABC est la droite passant par A et

ed de la hauteur issue de A du triangle ABC est le point H projeté oxthogonal de A sur (BC).

Le pi o
it : P e
Jldust VIR Y ‘».gA., de Vo houteuye (h a) L s
S . A Sl
S P A ) e
Quel que soit le triangle ABC, ses trois hauteurs se coupent en un méme point appelé umﬂm&m Rl
triangle. il
du triang. " 1
Iilustration : i
(\_c\ : (\ 3\ 3
%, pour base, =
ﬁ on a trois choix possibles : AB, AC ou BC. = =
: s Pomchawn de ces choix, la hauteur est alors la distance du dernier sommet restant a la droite —
- portant la base choisie. =
e Foe (ARCY = BexAd S
Py aclk
hine. (ARC) = ACxBK o
2 choe (ARCY= ABX CL 39
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Soit ABCD un ¢
Soit H 1e projeté

figure en vraie grandeur.
AMB de deux fagons,

a) Faire une

arré d
orthogonal de B

b) En calculant l'aire du triangle
(AM).

o coté 4em et M le point du se
sur la dro1te

gment [CD] tel que MC = 1em.

déterminer la distance du point B a la droite
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Nous allons démontrer que si un triangle est inscrit dans un cercle et qu'un des c6tés du triangle est 7

un diamétre de ce cercle, alors ce triangle est rectangle. o

o «) Construire un cercle de diamétre AB, et placer un point C sur ce cercle distinct de A et B. &

b) Soit O le milieu de [AB], et D le symétrique du point C par rapport 4 O. Démontrer que le 3

quadrilatére CADB est un rectangle. 2

¢) En déduire que le triangle ABC est rectangle en C. : i
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si M est équidistant de 4 et B.

1/
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Remargue : cette propriétd dit deux choses :

Un point M appartient a la médiatrice d'un segment [AB] si et seulement si MA=MB, c’est-a-dire si et seulement

D'une part, si un point M appartient a la médiatrice du segment [AB], alors on peut dire que :

.M.n&.w.h.&ak&he‘f&.a..&m.:‘.N\&.:.HB

..................................

D'autre part, si un point M est équidistant des points A et B, c’est-a-dire si MA = MB, alors

MW&&LM&&L s&i\wu‘\k .EﬁB} .................................................
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Soit ABC un triangle équilatéral dont les c6tés ont pour longueur a, ou a est un réel strictement positif
quelconque

Soit H le milieu de [BC].

a) Montrer que H est le projeté orthogonal du point A sur la droite (BC).

3) Exprimer la longueur AH en fonction de a.

¢) En déduire I'aire du triangle ABC en fonction de a.
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riangle non aplati.
trice du segment [AB] et (A) la
1) On note O le point dintersection de (d) et (A). Dém
En déduire que 0 appartient également ala médiatrice

Soit ABC un t.
Soit (d) 1a média

2)

rnant les trois médiatrices d'

médiatrice du segment [AC].
ontrer que OA = OB et OA = OC.

du segment [xC].
un triangle vous a-t-on ici fait

3) Quelle propriété fondamentale conce
démontrer ?
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En utilisant les informations dqnpéees
sur la figure, calculer la largeur DC de la riviere.
arrondie au m.
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ABC est un triangle rectangle en A et on note o fa mesure,

| en degré, d'un angle aigu de ce triangle. ;
Dro<cose)<1 @-0<sina<t ’

@ cos*(a) +sin(a) =1
L G

g, m"\‘“"‘%‘“&{m :(M(“\\L me
Preuve :
¢ D et () BB Qu AR O

® tan(a) =

B
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o estla mesure d’un angle aigu d’'un triangle rectangle.

“ S;\achant que cos(a)

K>

= 0,7, déterminer 1a valeur exacte de : sin(a) puis tan(),
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