TS Spé Math Devoir a la maison numéro 2 Octobre 2016

Ce travail est a rendre pour le Mardi 8 Novembre. Vous pouvez vous grouper en binémes.
Exercice I

Déterminer si chacune des affirmations suivantes est vraie ou fausse, en justifiant comme il se doit :
a, b et x désignent des entiers relatifs, et n un entier naturel non nul.

Affirmation 1:" Si a=b (n), alors : a2 =b?(n?".

Affirmation 2 : "Si 3a =3b (6n), alors a =b (2n)".

Affirmation 3 : "x? + x + 3 =0 (5) si et seulement si x=1 (5).”

Affirmation 4 : " Le reste dans la division euclidienne de 10?°*® par 15 est égal & 6.

Affirmation 5 : "Pour tout entier naturel n non nul, 2" — 1 n'est jamais divisible par 9".

Exercice 11

Le 4 Octobre 2016 est un Mardi. Quel jour de la semaine était-on le 15 Juin 2000 ? Expliquer.
Exercice 111

Etudier, suivant les valeurs de l'entier naturel n, le chiffre des unités du nombre 7".

En déduire suivant les valeurs de n, le chiffre des unités du nombre 2017".

Exercice IV

On se propose de démontrer, de trois facons différentes, que pour tout entier naturel n, 5> — 14" est un
multiple de 11. A la fin de l'exercice, donnez la méthode que vous avez préférée.

a) En utilisant une congruence modulo 11, établir ce résultat.
b) En raisonnant par récurrence, établir ce résultat.

c) Etablir, en développant le membre de droite, que pour tout réels a et b, on a l'identité suivante :

n-1
a —b" = (a- b)><2akb"+k )
k=0

En déduire une nouvelle démonstration du fait que 5> — 14" est un multiple de 11.
Exercice V

1) On considére 1'équation suivante : 14x> + 7y? = 10" ou les inconnues x et y sont des entiers relatifs
et n est entier naturel. Démontrer que cette équation n'a aucune solution entiére.

2) On considére une nouvelle équation : 3x2 + 7y? = 10%" oul les inconnues x et y sont des entiers
relatifs et n est entier naturel.

a) Prouver que si un couple (x ;y) est solution de cette équation, alors : 3x? =2" (7).
b) En utilisant un tableau, déterminer les restes possibles dans la division euclidienne de 3x? par 7.

¢) Quels sont les restes possibles dans la division euclidienne de 2" par 7 ? Justifier.



d) Déduire avec soin des questions précédentes, que 1'équation proposée n'admet aucune solution
entiere.

Exercice VI

On va effectuer un codage de texte, écrit a 1'aide des 26 lettres de 1'alphabet francais.

Etape 1

A chaque lettre de 1'alphabet, on associe un entier noté x, nommeé rang de la lettre comme suit :
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K|L | M|N|O|P |Q|R |S |T|U|V | |W|X|Y |Z

A|B|C|D|E|F |G|H
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1011 11213 14|15 |16 |17 |18 ]19 |20 |21 | 22|23 |24 | 25

Etape 2

On associe ensuite a l'entier x, le reste dans la division euclidienne de 3x +8 par 26. On note y ce
reste.

Etape 3

La lettre de rang x est alors codé par celle de rang y.

Exemple : La lettre C a pour rang x = 2.

Or 3x2 + 8 = 14 et 14 a pour reste 14 dans la division euclidienne par 26. Donc y = 14.
Ainsi, la lettre C est donc codée en la lettre O par ce processus.

1) Coder le mot "MATH" a 1'aide de ce processus.

2) On se propose de démontrer que ce codage est "lisible”, c’est-a-dire d'établir que deux lettres
distinctes ne peuvent pas étre codées par une méme lettre.

Soit x et x' les rangs des deux lettres choisies, et y et y'les rangs des lettres par lesquelles elles sont
respectivement codées. On veut donc établir que six# x', alors y#y'.

On raisonne par contraposition : On va établir que siy = y’, alors x = x'.
Supposons donc que y = y'.

v" Expliquer pourquoi on a : 3x =3x'(26).
v En déduire que 3(x —x') €{-52 ; -26 ; 0 ; 26 ; 52}, puis que x — x’ = O et conclure !

3) Décryptage d'un message codé.
a) En raisonnant par double implication, établir que : y=3x +8 (26) équivaut a x=9y + 6 (26).

Indication : Vous serez amené a utiliser les propriétés de compatibilité de la relation de congruence avec
la multiplication et l'addition.

b) Retrouver alors le mot de la langue francaise qui a été codé en : "ODGUV" par ce processus.



Exercice VII

Soit b un entier naturel compris entre 2 et 10.

k

On admet que tout entier naturel » non nul s'écrit de fagon unique sous la forme : Zai xb' ot chacun
i-0

des entiers a; est compris entre O inclus et b exclu. Cette écriture est appelée décomposition de l'entier

. . ;. ———— ()
n en base b, et est notée, par convention d'écriture : n = aa, ,......8,a,

Par exemple si on prend b = 3 etn = 14, il est facile de constater que 14 = 1x32+1x3'+2x3°.

)

Donc, en base 3, 14 = 112 .

1) Donner, la décomposition en base 3 des entiers suivants écrits en base 10 : 48 ; 235.

2) Combien vaut, en base 3, la somme suivante : 1022112(3) +111002(3) ? Et en base 10, combien vaut
la précédente somme ?

. AN . U —— ) , .
3) Trouver une formule simple qui a partirde: n = a,a, ,......8,8, vous donne 1'écriture

décimale de n (en base 10 donc).

4) On considére 1'algorithme suivant :

Entrée : Demander un N entier >1 et demander un B entier tel que : 2<B<10.

Traitement : Tant Que N =0, faire :
Q prend la valeur partEnt( %).
R prend la valeur N — BxQ
Afficher R

N prend la valeur @

Fin du tant que

a) Coder cet algorithme sur votre calculatrice.

b) Prenons B = 10 et N = 2017. Faire tourner le programme. Quel lien y- a- t-il entre ce nombre N
choisi en entrée et les affichages successifs de R ?

Essayez avec un autre nombre de votre choix.

¢) Déduire de l'axiome suivant : "Si suite d'entiers naturels est initialement strictement décroissante,
alors le nombre de termes non nul de cette suite est fini, et donc, il existe un rang & partir duquel tous
les termes de la suite sont nuls” que le programme donné se terminera pour toute entrée (N ; B).

d) On suppose dans cette question que B est choisi égal a 2.
Expliquer le réle de cet algorithme dans la conversion de 1'entier N choisi en base 2.

Grace a l'algorithme, décomposer en base 2, l'entier 943 (écrit en base 10).




Exercice VIII (facultatif mais toujours bien d'y réfléchir).

On nomme FE l'ensemble des entiers naturels qui peuvent s'écrire sous la forme : 9 + a? ou a est un
entier naturel non nul. Par exempleona:10 = 9+ 1 ; 13 = 9 + 22, efc...

Cet exercice est dévolu a chercher les éléments de E qui sont des puissances de 3.

On considere 1'équation suivante : a? + 9 = 3" ou a est l'inconnue avec ae N, et n est un entier
supérieur ou égal a 3.

a) Montrer que si n>3, alors 3" est congru a 1 ou a 3 modulo 4.

b) Prouver que si a est solution de cette équation, alors a est pair, puis en déduire que n est également
pair.

¢) On pose alors n = 2p avec p entier naturel supérieur ou égal a 2.

Factoriser 1'expression 3" — a2, et en déduire que 1'équation proposée a la question 2) n'a pas de
solution entiére.
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