TS Spé Maths Devoir a la maison numéro 9 et final Mai 2017

Ce travail est a rendre au plus tard le Mardi 23 Mai. Vous pouvez vous grouper en binémes

Exercice I

Un fumeur décide d'arréter de fumer. On choisit d'utiliser la modélisation suivante :
+ s'il ne fume pas un jour donné, il ne fume pas le jour suivant avec une proba-
bilité de 0,9 ;
+ g'il fume un jour donné, il fume le jour suivant avec une probabhilité de 0,6.
On appelle py la probabilité de ne pas fumer le n-iéme jour aprés sa décision d'arré-
ter de fumer et gy, la probabilité de fumer le n-iéme jour aprés sa décision d'arréter
de fumer.
On suppose que pyp =0 et gy = 1.

1. Calculer p et 1.

2. On utilise un tableur pour automatiser le calcul des termes successifs des
suites (py) et (gn). Une copie d'écran de cette feuille de calcul est fournie

ci-dessous :
A B C D
1 n Pn | n
2 0 0 1
3 1
4 2
5 3

Dans la colonne A figurent les valeurs de I'entier naturel n.

Quelles formules peut-on écrire dans les cellules B3 et C3 de facon qu'en les
recopiant vers le bas, on obtienne respectivement dans les colonnes B et C
les termes successifs des suites (p,,) et (g,)?

3. On définit les matrices M et, pour tout entier naturel n, X, par

0,9 0,4 Pn
M‘[u,l ﬂ.ﬁ) o X"‘[ ]'

On admet que Xy = M = X, et que, pour tout entier naturel n,
Xp=M"x X.

0,8 0,8 0,2 -0,8
On définit les matrices Aetﬂparﬁ.=[ Je B=(

0,2 02 -0,2 0,8/

a) Démontrer que M = A+0,5B.

0 0

0 of

On admet dans la suite que, pour tout entier naturel n strictement positif,
A= AetB"=B.

¢) Démontrer que, pour tout entier naturel n, M" = A+0,5"E.

b) Vérifierque A=A, etque Ax B=EBx A=

d) En déduire que, pour tout entier naturel n, py=0,8-0,8x=0,5".

e) A long terme, peut-on affirmer avec certitude que le fumeur arrétera de
fumer?



Exercice II

Le web est un gigantesque graphe avec plusieurs dizaines
de milliards de sommets (pages web), chaque aréte représen-
tant un lien. Plus il y a de liens vers une page donnée, plus
la probabilité d’atterrir sur cette page en parcourant le web
de maniere aléatoire est grande. C'est ce principe qu’utilise
un moteur de recherche pour mesurer l'importance d une
page web. Pour comprendre ce classement, considérons un
"mini-web” constitué de 4 pages et modélisé selon le graphe
ci-contre :

On considére un surfeur qui se déplace de maniére aléatoire sur ce graphe. Lorsqu'il
se trouve sur une page, il suit de fagon équirépartie un des liens proposés par la page en

cours vers une autre page.

On se propose de mesurer la pertinence de chaque page.

Partie A : Premiére approche

1. On note Xla variable aléatoire indiquant la position du surfeur aléatoire apres n clics

PXy=1)

PXa=2)] ., . . .
etU, = P(X, —3) I'état probabiliste de la marche aléatoire apres n clics.

P(Xn =4)

Déterminer une matrice A telle que U, = Al,.

2. Compléter le graphe en notant les probabilités définies précédemment.

3. On suppose que le surfeur était initialement sur la page 1.

Déterminer I'état probabiliste de la marche aléatoire apres 10 clics, apres 20 clics.

4. Reprendre la question précédente en changeant 1'état initial.
Que peut-on conjecturer sur la marche aléatoire ?
On admettra que cette conjecture est vraie.

5. On donne ci-contre une copie d'écran du logiciel Xcas :
Que représente la matrice L?

3
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i

6. Démontrer que, quel que soit I'état initial Uy, ona LUy = |
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7. Que représente la matrice LU, pour cette marche aléatoire ?

8. Classer les quatre pages par ordre décroissant de pertinence.




Le modéle de Ia partie A n’est pas tout a fait fidéle a la réalité. En effet, lorsqu’on parcourt le web,
il peut arriver qu'une page ne propose aucun lien, que des liens soient “morts”, ou encore que nous
quittions la page sur laquelle nous sommes pour visiter une page sans rapport avec cette derniere.
On souhaite donc introduire la possibilité de pouvoir choisir, a tout moment, une autre page du web,
non forcément reliée avec la page sur laquelle nous sommes.

Partie B : Amélioration du modeéle

On introduit un parametre ¢ € [0; 1], appelé ccefficient d’échappement tel que :

% Avec la probabilité ¢, le surfeur choisit de maniére équiprobable 1'une des pages du
web (y compris la page actuelle).

* Avec la probabilité T — ¢, il suit I'un des liens de la page actuelle, comme dans le
modele précédent.

On choisit ¢ = 0,15, comme les concepteurs de Google.

On note maintenant Y la variable aléatoire indiquant la position du surfeur aléatoire apres

P[Yu = ]]
. - P[Yn. = 2] ’ e .
nclicsetV,, = P(Y, = 3) I’état probabiliste de la marche apres n clics.
P(Yn. = 4]
1. Justifier que V,.; = 0,85AV,, + 0,15C ot C est une matrice colonne que 1'on explici-

tera.On pourra s’aider de I'arbre suivant que l'on complétera :

'_'_,_,_.—-—'—"'_" Y‘I’l+| - 1
— e e Yo =2

‘ Marche aléatoire précédente ’i hhhhhhhhh
7 T > Yan =3
I:[< S Yo =4
. Yn+| = ]

L

—_— Yn+l =2
Au hasard
" - J—
Yn+| =3

— )
Yn+l =4
2. On cherche une matrice colonne M telle que M = 0, 85AM + 0, 15C
(a) Justifier que (I, — 0,85A)M = 0, 15C.
(b) A quelle condition la matrice M est-elle définie de maniére unique ?

(c) Déterminer M a l'aide de la calculatrice. Que représente M pour cette marche
aléatoire ?

3. On pose, pour toutn = 0, W, =V, — M.
(a) Montrer que W, .y = 0,85AW, pour toutn = 0.
(b) Démontrer que, pour tout n = 0, W, = 0, 85"A"W,.

(c) On a admis, dans la partie A, que la suite (A" ) était convergente. Déterminer la
limite de la suite (W,,] puis en déduire la limite de la suite (V).

(d) Donner les indices de pertinence de chaque page pour ce nouveau modele.



