Spé Maths TS Corrigé du DS final Mai 2017

Exercice I

1. On décrit la situation précédente a I'aide d'un graphe en appelant A I'état
« étre sain » et B I'état « étre défaillant » :

0,03

= P -
0,97 C_A - T BD 0,93

0,07

2. @1 =0,97ap+0,07by=0,97x0,4+0,07 % 0,6 = 0,43
by =0,03ay+0,93by =0,03x 0,4+ 0,93 = 0,6 = 0,57

an+1 = 0,97 ap +0,07 by

3. D’aprés le texte, on peut dire que { buiy = 0.03ap+0.93b,

0,97 0,07
0,03 0,93

.On pose X, = {E"].
R

a. La traduction matricielle du systéme précédent, est :

an+1 0,97 0,07 [ an
busr) = 10,03 0,93/ b,

ou encore Xps+ = AXy.
b. Soit 22, la propriété X, = A" Xj.

4. Soit la matrice A= (

+ Initialisation
Pour n=0, A" = A” = [, la matrice identité d’ordre 2.
AYx Xy = I, x Xp = X donc la propriété est vraie pour n = 0.
» Hérédité
On suppose la propriété vraie A un rang p = 0; on va démontrer qu’elle
est vraie au rang p+ 1.
On a comme hypothése que X = AP Xj.
Xps1=Ax Xp=Ax (AP Xp) = (A= AP) x Xp = AP,
Donc la propriété est démontrée pour le rang p + 1.
* Conclusion

La propriété est vraie au rang 0 et elle est héréditaire, donc elle est
vraie pour tout n.

On a donc démontré que, pour tout entier naturel n, X;; = A" Xj.



0,687
— a30 ’
c. Xogp=A"Xy =~ {[],313)
Au bout de 30 jours, il v a 68, 7% d'appareils sains, et 31,3% d'appareils
défectueux.
Partie B
0,9 0 _ (0,07
1. Onpose D'= ( 0 D,HJ etB= [[].DE-)'

a. Aubout de n+1 jours, un appareil est soit sain soit défectueux ; la propor-
tion d'appareils sains est a,; et la proportion d’appareil défectueux est
er-]_ donc dp+] + bn+] =1.

b. On avu que
an. = 0,97a,+0,07h,
bye1 = 0,03a,+0,93b,

or, pour tout n, a, + b, = 1, donc { an+1 = 0,97an +0,07(1 - an)

byey = 0,03(1—b,)+0,93b,
ce qui équivauta , 1 T 0,9 ay +0,07
quieq bps1 = 0,9by +0,03



0,9 0 dy 0,07
DX”-FB— [ 0 D,EI]K {b,,]+{[],[]3) =
(ﬂn+l
bn+l

2. On pose, pour tout entier naturel n, Yy = X, — 108, donc X, = ¥, + 108.

0,9a,| (0,07) (0,9a,+0,07)
ﬂ,gan [D,DB]_ [],Eibn+[],[]3]_

= Xn+1

a. Yys+1= Xps1—10B = DX, + B—10B = D (Y, + 10B)—9B = DY, +10DB—9B

9 0
10D = (D 9] =9I» donc 10DB-9B=9LB-98=9B-98 =10
Donc YP‘H']. = DYH.

b. On admet que pour tout entier naturel n, ¥, = D" ¥j.
Done Xy =V +10B=D"Y; +10B= D" (X; — 10B) + 10B.
0,9 0

C. D:{ 0 09

J donc D=0,90;

n,9" 0
onadonc D"=0,9"1=0,9"hL = { 0 [],El”)
0,4

0,6

0,07

Xo =( 0,03

etB:[

0,7
donc 108 = {[],3)

0,9" 0 0,4y (0,7 0,7
_ 7] _ - L] ] _ ] ]
X,=D"(X;—10B)+10B = X, ( 0 0.9“]xl(ﬂ.5] {D.3”+(ﬂ.3]
— ¥ - 0,9" 0 L[-03 N 0,7
"1 0 09" 0,3 0,3
— ¥ -0,3%0,9" N 0,7
"1 0,3x0,9" 0,3
— ¥ -0,3%0,9" +0,7
"710,3x0,9"+0,3
— | an = -0,3x0,9" +0,7
by = 0,3x0,9" +0,3

3. La proportion d ordinateurs défaillants est by et on cherche HETN by.
Or-1<0,9<1donc lim 0,9" =0 etonendéduitque lim by =0,3.
N—+0o2 nN—+o2

Sur le long terme, on peut dire que la proportion d’ordinateurs défaillants va
tendre vers 30 %.



Exercice 11
1. a. xet ysontdes entiers naturels tels que 24.x + 45y = 438, par conséquent :
438
o 24x <438doux < e =18,25, donc x < 18;
.. 438
e 45y <438douy < el = 9,73, donc y < 9.
ol

b. Voici I'algorithme complété :

Entrée: x et y sont des nombres
Traitement: Pour x variantde 0 a 18 (1)
Pour y variantde0a9 (2)
Si24x+45y =438 (3)
Afficher x et y
Fin Si
Fin Pour
Fin Pour
Fin traitement

c. Le cout total de réservation étant de 438 €, et 438 étant égal a 146 x 3, ce montant
est multiple de 3!

d. i. Les entiers 8 et 15 étant premiers entre eux, le théoreme de Bézout entraine
I'existence d'un couple (x; y) d’entiers relatifs tels que 8x+ 15y = 1.

ii. On a de facon évidente 8x 2+ 15 % (—1) = 1, le couple (2 ; —1) est donc une
solution particuliére.

iii. Ona8x2+15x(-1) =1, donc, en multipliant par 146 :
8x 292+ 15 x (—146) = 146.
Soit (x; y) un autre couple solution de (E), alors :
(1) BX+15y=8x292+15x (—-146) < 8(x—292) = 15(-y— 146).

15 et 8 sont premiers entre eux et 15 divise 8(x—292), donc, d’apres le théoreme
de Gauss, 15 divise x — 292.



Il existe donc un entier relatif k tel que x —292 = 15k < x =292+ 15k. La
relation (1) entraine alors que 8 x 15k = 15(— y— 146), d'ou y = —146 — 8k.

Les couples solutions sont donc de la forme (292 + 15k ; —146 —8k).
Réciproquement, de tels couples sont bien solutions de (E) car:

8(292 + 15k) + 15(—146—8k) = 146.

Lensemble des solutions de (E) est donc {(292 + 15k ; —146—8k) ou k€ Z}.

e. Soit x et y le nombre de nuitées passées respectivement dans les hébergements
A et B, alors 24x +45) = 438 @ 8x + 15y = 146. Il existe alors un entier relatif & tel
que x =292 + 15k, et par ailleurs x =20 et x < 13, d’olu :

292 279
0<292+15k<13 = ——< k< -
15 15

292 279 e eyes s
Comme T ~ —19,47 et 15 = —18,6, la seule possibilité est que k = —19.
2

On en déduit que x =292+ 15x (—19) =7 et que y= —146 -8 x (—19) =6.
Ce randonneur a donc passé 7 nuits en hébergement A et 6 nuits en hébergement
B.



