TS Spé Corrigé du DM8

Exercice I

1. Aubout d'un an, puisque le bassin B contenait 100 poissons (car by = 100), la
vente de ces poissons permettra d'en acheter un nombre deux fois plus élevé
a metire dans le bassin A, soit 200. A cela, il faut ajouter les 200 poissons que
le pisciculteur acheéte de toutes facons pour le bassin A. Cela confirme bien
ay; = 200+ 200 = 400.

Pour le bassin B, on va commencer pary transférer les 200 poissons qui étaient
dans le bassin A (car ag = 200), auxquels on ajoute les 100 poissons supplé-
mentaires que le pisciculteur achéte pour le bassin B, cela confirme bien :
by, = 200+ 100 = 300.

On aura ensuite a2 = 2 x by + 200 = 2 x 300 + 200 = 800 et, la encore de facon
analogue b, = a; + 100 = 400 + 100 = 500.

2. a. On généralise le raisonnement établi 4 la question précédente : pour tout
entier naturel n, ona:
— dpy1 =2 x by +200: le double du nombre de poissons dans le bassin
B I'année précédente, auxquels on ajoute 200 poissons.
— by, = a, + 100 : les poissons transférés du bassin A 'année précé-
dente, auxquels on ajoute 100 poissons.

« gn
. . . n
On calcule le produit matriciel AX, : 0 2 _ (2b,
1 1) | a,
On a donc la somme :
_ 2bn 200 _ zbn +200 _ ﬂ”+1 _
AXn+B= [ an ) * [100] = ( an+100 |~ \bpay )~ X041
b. Ona: (x)= A[x]m — (x]—A i :
y ¥ y y
X
— (L-A)x ( )= B
? y
. . 1 0 1 -2
Ou la matrice [» est ({] 1) etdoncC=(L-A) = [—l 1 est une ma-
trice de déterminant non nul (le déterminant vaut —1), donc elle est in-
versibleet C~! = :} ::;) Onadonc:
[I =A(x)+B — C x)=B
y ¥y y
.‘{] —1
— =C""'xRB
y
200
<o)
e | .
Calculons le produit C™" x B : [_1 _2) ) (_200_200
-1 -1 ~ |—200-100
1 —400 .
OnadoncS=C""'xB= _300/’ donc les nombres x et y sont respective-

ment —400 et —300.

an +400
by +300
Y, = X; — S, o1 § est la matrice déterminée a la question précédente,
solution de I'équation AX + B = X, donc telle que AS+ B = §, ou bien
AS = 85— B. On a dongc, pour n entier naturel :

, on pose en fait

c. Pour tout entier naturel »n, en posant ¥, = (
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AYy = Ax (X, - 5)

=AX,— AS

= AX,—(5—B) car S est solution de I'équation AX + B = X.
=AX,+B-S

=Xp1-—-38 d’apres la relation de récurrence du 2. a.
=Y d’apres la définition de la matrice Yy.

On a donc démontré que, pour tout entier naturel n, Y., = AY),.

3. a. Soit n un entier naturel. On a:
Lps1= YEX[H+1] =Yonia = AYop1 = Ax (AYa,) = A? Yon= AZZH-

y 0 2}
1 0
2.
Or, on calcule A= : 02y (20
[1 of 0o 2
On a donc A® = 21, et donc Z,., = A*Z, = 21, Z, = 2Z,, ce qu'il fallait

démontrer.
b. On admet que pout tout entier nona Y5, =2"¥,. En multipliant a gauche
par la matrice A, cette égalité devient :

AY,,, = 2" AY} et, en utilisant la relation de récurrence établie a la question
2. c., cela donne bien :

Yons1 = EHYI-

On en déduit donc, en utilisant Y>, = 2"Y),, que pour tout entier n, ona:
azn +400) _ _, (ap+400| 600 x 2" AT

(bzn +300] = 2 bo +300] = [4[][] < on | donc en particulier :

>, 4400 = 600 x 2" | s0it a», = 600 x 2" — 400.

Puis, en utilisant Y5,.; =2"Y], que pour tout entier n, ona:
a1 +400 —on i +400 B 800 x 2"
b‘zﬂ_,_l +300 b] + 300

), donc en particulier :

= (E{ID x 2"
azn+1 +400 =800 = 2”, soit d2p = 800 = 2” —400.

4, a. L'algorithme suivant demande un entier p a l'utilisateur, et renvoie dans
la variable a qui sera affichée le nombre de poissons dans le bassin A au
bout de p années. En effet :

. . X P .
— si p est un nombre pair, alors on affecte a n la valeur Px qui sera donc

entiére et on a p = 2n. On affecte a a la valeur qui est le résultat de la
formule pour ay,, c'est a dire ap, formule établie a la question préceé-
dente. Donc si p est pair, a la fin de I'algorithme, a contient le nombre
de poissons au bout de p années.

— si p est un nombre impair, alors p— 1 est pair et n est I'entier

et donc 2n = p—1, soit p =2n+ 1. Et comme on affecte a a la valeur
obtenue en appliquant la formule obtenue a la question précédente
pour calculer azn+1, @ nouveau, la valeur renvoyée sera ap.

b. On peut modifier de facon assez basique 'algorithme présenté précé-
demment pour I'inclure dans une boucle :



Variables : a, p et n sont des entiers naturels.
Initialisation :  Affecter 4 a la valeur 200

Affecter a p la valeur 0.
Traitement : Tant que @ = 10000 :
Affecter a pla valeur p+1
S5i p est pair
Affecter  n la valeur £

2
Affecter & a la valeur 600 = 27 — 400.
Sinon

Affecter & n la valeur P—

Affecter a a la valeur 800 = 27 — 400.
Fin de 5i.
Fin de Tant que
Affecter a p lavaleur p—1
Sortie Afficher p.
Cet algorithme initialise les variables a 4 ay et pa0.

Aprés chaque itération de la boucle « Tant que », p aura été incrémenté de
1, et la variable @ aura été recalculée de sorte qu'elle contient la valeur ap,
donc aprés n itérations, p contient la valeur » et a contient ay.

On sort de la boucle « Tant que » dés que la valeur dans a est strictement
supérieur a 10000, c'est 4 dire le nombre de poissons pour la premiére
année oi le bassin A ne suffira plus, nombre d’années qui est contenu
dans la variable p, donc le nombre d"années oi1 le bassin A suffit est un de
maoins que ce qui est contenu dans la variable p, d'oi la derniére affecta-
tion de p avant la sortie de I'algorithme.

On peut aussi proposer un algorithme un peu plus raffiné : chaque itéra-
tion de la boucle « Tant que » nous fera passer deux ans au dessus :

Variables : a, p et n sont des entiers naturels.
Initialisation :  Affecter a a la valeur 400

Affecter a p lavaleur 1.
Traitement : Tant que a < 10000 :

+1
Affecter a r la valeur P

Affecter 4 a la valeur 600 =< 2" — 400,
Sia =< 10000 :
Affecter a plavaleur p+1

Affecter a n la valeur P

Affecter & a la valeur 800 = 2" — 400,
Sia= 10000 :
| Affecter a p la valeur p+1
Fin de Si
Fin de Si

Tant que
Sortie : Afficher p. |

Ici, on initialise a avec la valeur a; et p avec 1. Du coup, on entre dans la
boucle « Tant que » avec une valeur p impaire. On commence par calculer
ap+1 avec la formule utilisée pour les indices pairs (p impair implique
p + 1 pair). a contient donc la valeur ap+). Si cette valeur reste inférieure
4 10000 alors, cela veut dire que I'année p + 1 reste valable pour le bassin
A, donc on affecte cette valeur p + 1 a la variable p, qui est maintenant
paire. On a & ce moment la a qui contient la valeur ajp.

A ce moment, on va calculer ap+1 avec la formule utilisée pour les indices
impairs (p pair implique p+ 1 pair). a contient donc la valeur ap+;.

Si cette valeur reste inférieure & 10000 alors, cela veut dire que 'année
p + 1 reste valable pour le bassin A, donc on affecte cette valeur p+1ala
variable p, qui est redevient impaire. On a 4 ce moment la a qui contient
la valeur ap,.



Exercice II

1.

a. Traduire par une phrase la probabilité P(x =1)(Xu+1 =1) puis déterminer les probabilités condition-
nelles suivantes :

P[X,,:O) (Xn+1 = l},p[X”=1] (Xn+l =1) et p[X,;:Z] (Xn+l =1).

Solution: P(x,=1)(Xp+1 =1) est la probabilité qu'il y ait exactement une blanche dans I'urne U
apres le (n+ 1)—ieme tirage sachant qu'il y en avait exactement une au n—iéme tirage

1
Pix,=1)(Xps=1)= = car il s’agit de choisir une blanche dans chaque urne avec une probabilité

i ou de choisir une boule noire dans chaque urne avec une probabilité de i pour que la situation
reste inchangée.

P(x,-0)(Xp+1=1) =1 car celasignifie que U ne contient que des boules noires et que I'on cherche
la probabilité que I'urne V nous redonne une blanche (probabilité =1 car V ne contient que des
blanches)

Pix,=2)(Xns1=1)=1 car cela signifie que U ne contient que des boules blanches et que I'on
cherche la probabilité que I'urne V nous redonne une noire (probabilité =1 car V ne contient que
des noires)

b. Exprimer P(X,1=1)enfonctionde P(X, =0),P(Xp=1) et P(X,=2).

Solution:
(X,=10), (X, =1) et (X,, =2) forment une partition de I'univers de départ du (n + 1)—iéme tirage
on a donc

P(Xpsr=1) = P {Xm.:lm(xnzm]+P[{Xn+1:nn{xn:1}]+P[(xn+1:1)nixn:2}'

= Pix,=0) (Xpn+1 = 1) x P(Xy = 0) + Pix,=1) (X1 = D) x P(X, = 1) + Pry,=2) (X1 = 1) x P (X, =2)

:P(Xn:['l)-i-%P(Xn: +P(Xn=2)

2. Pour tout entier naturel 7 non nul, on note R, la matrice ligne définie par:

R,=(P(X,=0) P(X,=1) P(X,=2))

et on considére M la matrice

=1 =]

1
1
2
1

ol -

On note Ry la matrice ligne (0 0 1.
On admettra par la suite que, pour tout entier naturel n, Rpo1 = Ry x M.
Déterminer R; et justifier que, pour tout entier naturel n, R,, = Ry x M".

Ry =RyxM=(0 0 1}J \:(0 1 0

Solution:

=] =
P | b
e | =




Démonstration par récurrence de Vne M, R, = Ry x M"
Initialisation : M" = Iy et Ry x Iy = Ry

hérédité : supposons que pour tout entier naturel k on ait R = Ry x M*
Alors Rj.q = Rj. x M= Ryx M* x M = Ry x M**!
la propriété est donc héréditaire a partir du rang 0 et vraie au rang 0 donc on a bien d'aprés le principe
de récurrence :
Yrel, R, = Ryx M"

Solution:
Initialisation: M® = liet Px D' x P"1=Px 1 x P=Px P l=[4

Hérédité : supposons que pour tout entier naturel k, on ait M¥ = Px D¥ x p~!

Alors MM = MEx M=Rpx M=PxD¥x P IxM=PxDFx P 'xPxDxP '=PxDf¥xDxpP!=
PxD¥1x p1,

La propriété est donc héréditaire a partir du rang 0 et vraie au rang 0 donc on a bien d'aprés le principe
de récurrence :

YneM,M"=PxD"x P!

lﬁ
[-2) oo
On admettra que, pour tout entier naturel n, D" = 0 00
0 o1
4. a. Calculer D" x P~! en fonction de n.
Solution:
n n n—1 n
IR WAl (=
n -1 _ _ —
D= p~t = 0 0o ol* 1 0 1= 0 0 0
o o1/ 1 4 1 1 4 1

1 1 1
b. Sachant que RyP = (E -3 E] déterminer les coefficients de R, en fonction de n.



Solution:
17 ¢ l-n—l 147
Ynel,R,=Ryx M"=Ryx PxD"x P 1= 1 —1 1 XH_E) [_E] [_E] ]
2 ditg = B x M7 = Hy _SEElU 0 DJ
1 4 1
n n—1 n
Onadonc R,= l[—l} +1 l[_l) +g 1[_1] _,_l
3\ 2 6 3L 2 3 3l 2 6
5. Déterminer lim P(X,=0), lim P(X,=1)et lim P(X,=2).
n—+0o n—+oo — +o0

Interpréter ces résultats.

1 n A+l
——] - lim [——] -0
2 n—+oo 2

1
Donc par produit et somme  lim P(X,=0) = lim P(X,=2) =- et lim P(X,=1) =—
n—+00 n—+00 B n—+00 3

Solution: lim
n—+00

1
Cela signifie que la probabilité que les urnes se retrouvent dans la situation initiale se stabilise vers 5

quand n devient grand

1 1
la probabilité que les urnes soient « monochrome » se stabilise vers 3° |gpour chaque couleur

Exercice IIT

Partie A : quelques résultats
1. On considére I'équation (E) : 9d — 26m = 1, o1 d et m désignent deux entiers relatifs.

a. Les nombres 9 et 26 sont premiers entre eux donc, d'aprés le théoréeme de BEZouT, I'équation (E) :
9d — 26m = 1 admet des solutions entiéres.
9x3-26x 1=1doncle couple (3; 1) est solution de I'équation (E).
b. Le couple (d ; m) est solution de (E) sietseulementsi 94 -26m=1
si et seulement si 9d -26m=9x3-26x 1
sietseulementsi 9(d—-3)—-26(m—-1)=0
si et seulement si 9(d—3)=26(m-1)

c. 9(d—3) = 26(m — 1) donc 9 divise 26(m — 1). Or 9 et 26 sont premiers entre eux donc, d'apérs le
théoréme de GAUSS, 9 divise m — 1. On peut donc écrire m — 1 sous la forme 9k avec k € Z. Donc
m=9k+1avec keZ
9(d—3)=26(m—1) et m—1 =9k donc 9(d — 3) = 26 x 9k ce qui équivaut & d— 3 = 26k ou encore
d=26k+3avec ke Z
Réciproquement, si d =26k+3 et m=9k+ 1 avec ke Z, alors
9d—-26m=9(26k+3)—26(9k+1) =9x 26k+27—26x9k—26=1 et donc le couple (d ; m) est solution
de (E).

Les solutions de I'équation (E) sont donc les couples (d ; m) tels que

d = 26k+3

m 9k + 1 ,avec ke Z.

2. a. Soit n un nombre entier.
n=26k—1 < 26k—-n=1 < 26k+n(-1)=1
Il existe donc deux entiers relatifs k et —1 tels que 26k + n(—1) = 1 donc, d’aprés le théoréme de
BEzourT, les nombres 1 et 26 sont premiers entre eux.
b. Soit n=9d —28, avec d=26k+3 et ke Z.
n=9d-28=9(26k+3)-28=9%x26k+27-28=26(9k)-1=26K-1o0uKeZ
D’apres la question précédente, on peut déduire que n = 9d — 28 et 26 sont premiers entre eux.



Partie B : cryptage et décryptage

9 4
On considére la matrice A= (? 3).

1. En cryptant par cette méthode le mot « PION », on obtient « LZWH » ; on veut crypter le mot « ESPION ».
B (36+?2) B (][)8

. . 4\ (9 4 4
Les lettres ES correspondent a la matrice colonne [ J ; ( ) X [ 28 454 82

18) {7 3 18

108
82

108 = 4 x 26+ 4 donc 108 = 4 modulo 26 d
82 =3x 26+ 4 donc 82 = 4 modulo 26
Le mot ESPION se code donc en EELZWH.

2. Méthode de décryptage

9 4
a. A:[? 3

= (i) modulo 26 ce qui correspond a EE.

;det(A)=9x3—-4x7=—-1+# 0donclamatrice A est inversible.

-3 4
7 —9)

b. Au cryptage, une matrice colonne X correspondant a deux lettres, est d'abord transformée en la
matrice Y telle que AX = ¥. Puis on cherche la matrice Y’ composée de nombres entiers entre 0 et
25 et telle que Y’ = Y modulo 26.
Au décryptage, on cherche la matrice colonne Y correspondant aux deux lettres a décrypter. Puis on
détermine la matrice X telle que AX = Y, autrement dit telle que X = A~'Y. Enfin on détermine la
matrice colonne X' composée des restes des éléments de X modulo 26.
Comme X = X' modulo 26, d’aprés le texte AX = AX’ modulo 26 et donc AX et AX' correspondent
a la méme matrice colonne Y modulo 26; ce qui valide le processus de décryptage.

On trouve son inverse 4 la calculatrice : A~' =

Pour décrypter les lettres X(J, on cherche la matrice colonne correspondant a ces deux lettres :

J
16
puis on multiplie a gauche par la matrice A 1

[_3 4 J x [23] = [_SX 23+4x16) _ (_l'?) = [:i,; modulo 26 ce qui correspond 4 VR.

X

7 -9/716) | 7x23-9x16
. " . . 6
On fait de méme avec GY représenté par ( 9 4) :
-3 4 . .
modulo 26 ce qui correspond a Al

6 —3x6+4x24)_[ 78 ]_(D
7 -9 |24 | 7x6-9x24 | |-174)" |8

Le mot XQGY se décode en VRAL




