
 

 

 

Chapitre final                                           Les Graphes 

 

I) Vocabulaire  
 

1) Définitions 

 

Un graphe

adjacents.

L’ordre d’un graphe

Le degré d’un sommet

Un graphe est complet

 

Exemples  

  

  

 

Remarque : 

 

 
Exemple  

 
 
II) Degré d’un sommet  

 

Introduction 

 

 
 

 
 

 



 

Propriété  

 

 
Exemple 1 

 

 

 


 
Exemple 2 

 

 

 

III) Parcourir un graphe non orienté  

 
1) Définitions 

 

chaîne 

La longueur d’une chaîne

Une chaîne fermée

Un cycle

Un graphe est connexe

Exemple  

 

− − − −

− − − − −

− − − − −

− −

−

− − −

 

 

 

 



 

2) Chaîne eulérienne  

 

a) Définition 

chaîne eulérienne

cycle eulérien

 

b) Théorème d’Euler 

 
c) Conséquence 

 

Exemple 1  

 

 

  

 

Exemple 2 

 

 
 

Exemple 3 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Remarque  

 

 
 

 

 



 

Exemple 4 

 

 
 

Exemple 5  

 

La ville de Königsberg est construite autour de deux îles 

reliées entre elles par un pont. Six autres ponts relient les 

rives de la rivière à l’une ou l’autre des deux îles, comme 

représenté sur le plan ci-contre. 

 

Est-il possible de se promener dans les rues de Königsberg 

en passant une et une seule fois par chaque pont ? 

 

 
Remarque   

 

Le problème des sept ponts de Königsberg est connu pour être à l'origine de la théorie des graphes. 

Il a été résolu en 1735 par Leonhard Euler. 

 
Exemple 6 

 
IV) Graphe orienté  

 
Définitions 

 

Un graphe orienté

Une boucle

 
Exemple  

 

À
 

 
 

 

 

 

 

 



 

V) Matrices d’adjacence d’un graphe 

 

Introduction aux matrices d’adjacences 

 
 



1) Définition 

 

n n n

n mij

i  j  i j

 
Exemples  

 

 

𝑀 = (

0 1
1 0

1 0
1 0

1 1
0 0

0 1
1 0

) 

 

𝑀 = (

0 1
1 0

1 0
1 0

0 0
0 0

1 1
0 0

) 

 

Propriété  

 

n n n

k ≥ i j (Mk)
ij

k i j

 

Démonstration de la propriété par récurrence  

k ∈ ℕ∗ (Mk)
ij

i j k

P(k)   (Mk)
ij

k i j 

•   (M1)ij = (M)ij

i j



•  m ≥ P(m) P(m+1)

 

m i j m i

h ≤h≤n h j

 i  j est :  ∑(Mm)ih × (M)hj

n

h=1

= (Mm+1)ij 

 

Donc la propriété P(m+1) est vraie. 

 

•   k≥ 1,   P(k) 

 
 

Exemple 1 

  

 
 


Exemple 2 

 
 
  



VI) Chaînes de Markov  

 
1) Vocabulaire  

 

 
 

2) Définition 

 

 
 

Exemple 1 

 

 
 

3) Graphe et matrice associée 

 

Définition 

 

 
 

 

Retour sur l’exemple 1 : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Exemple 2 

 

 

 

Exemple 3 

 

 

a) 𝑃 =  (
0,3 0,7
0,4 0,6

) 

 

 

 

 

b) 𝑃 = (
0,25 0,7 0,05
0,3 0,6 0,1

0,25 0,6 0,15
) 

 

 

 

 

 

c) 𝑃 = (
0,7 0 0,3
0,2 0,35 0,45
0 0,8 0,2

) 

 

 

Exemple 4 

 



 

 

Exemple 5 

 
 


 

Exemple 6 

 

 
 


4) Distributions 

 

(Xn) est une chaîne de Markov à 2 ou 3 états de matrice de transition P. 

 

a) La matrice 𝑷𝒏 

 

i j n n ≥
(𝑃𝑛)𝑖𝑗 i j 𝑷𝒏

i  j n

 

Exemple 1 

 

 

 



  
1) Quelle est la probabilité de passer de l’état 1 à l’état 2 en 4 transitions ? 

 

2) Quelle est la probabilité de passer de l’état 2 à l’état 1 en 5 transitions ? 

 

 
 


 

Exemple 2 

 



b) Distribution après n transitions 

 

Définition  

 

distribution initiale 𝜋0

distribution après n transitions 𝜋𝑛 n

Exemple  

 

Voici la loi de probabilité d’une variable aléatoire X0 : 

 

Valeurs prises par X0 :    xi 1 2 3 

Probabilité que X soit égale à xi 

P(X0 = xi) = pi 
0,6 0,1 0,3 

 

La distribution de la variable aléatoire X0 est alors la matrice ligne  𝜋0 = (0,6   0,1   0,3) 

  



 

Propriété 

 

Soit 𝜋0 la distribution initiale d’une chaîne de Markov. Pour tout entier naturel n ≥ 1, 

La distribution 𝜋𝑛 après n transitions vérifie :  πn = π0 ×  Pn    et pour tout n ∈ ℕ,  πn+1 = πn ×  P. 

 

Exemple 

 

 
 

c) Distribution invariante 

 

Définition 

 

π π =  π ×  P

Exemple 1 

 

(
0,4 0,6
0,2 0,8

) π

π
 

 

Exemple 2 

 

 
 

 



 

 

Exercice de dénombrement nombre d’arête, degrés des sommets 

 

 
 

 



Corrigé de l’exercice précédent 

 

1) En chaque sommet, le graphe possède 99 arêtes. Le graphe possède 100 sommets donc la somme des degrés 

de tous les sommets est égale à 99 x 100 = 9900. D'après la propriété de la somme des degrés, le graphe 

possède 9900 : 2 = 4950 arêtes (ou segments si l'on considère la figure géométrique). 

 

2) L'organisation du tournoi devrait se représenter par un graphe d'ordre 5 où chaque sommet serait de degré 3. 

La somme des degrés est égale à 3 + 3 + 3 + 3 + 3 = 15. Donc d'après la propriété de la somme des degrés, le 

graphe possède 15 : 2 = 7,5 arêtes. Ce qui est impossible donc la situation du tournoi n'est pas réalisable. 

 

3) Chaque invité est un des 27 sommets d’un graphe complet. Chaque sommet a pour degré 26. La somme des 

degrés est de 2726. Le nombre d’arêtes est donc 2713 = 351. 

 
Correction ex2: 

a) La matrice d’adjacence associée à ce graphe en classant 

les sommets par ordre alphabétique est M : 

 

 

M3 est alors : 

 

 

b) (𝑀3)27 = 2. Donc il y a 2 itinéraires possibles de la ville B à la ville G en 3 jours : B−C−E−G et B−D−H−G. 
 

 

 
Correction : 

a) La matrice d’adjacence associée à ce graphe en classant 

les sommets par ordre alphabétique est M : 

 

 

 

M3 est alors égale à : 

 

 
 

b) (𝑀3)27 = 2. Donc il y a 2 itinéraires possibles de la ville B à la ville G en 3 jours : B−C−E−G et B−D−H−G. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Correction : 

 
 

 
Correction exemple 4 p8-9 

Correction de l’exemple 4 : 

 
 

 
 

Correction de l’exemple 5 : 

 
 

Correction exemple p 11 

Correction : 

 
 


