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« Au commencement, Dieu a créé les entiers naturels, le reste est l’oeuvre de l’homme. » Georg Cantor. 

 

Partie 1 : Arithmétique 

Du grec ancien, ἀριθμός, arithmos en grec moderne, signifie le nombre : l'arithmétique est la 

science qui étudie les nombres entiers et leurs propriétés. 

Chapitre 1 : Divisibilité et congruences 

I- L’ensemble des entiers naturels et les autres ensembles de nombres. 

 

Giuseppe Peano

Peano  

1) 0 est un entier naturel. 

2) Tout entier naturel n, a un unique successeur qui est l’entier naturel n+1. (n et n+1 sont appelés entiers consécutifs). 

3) 0 ne succède à aucun entier naturel. 

4) Deux entiers naturels ayant le même successeur sont égaux. 

5) Si un ensemble formé par des entiers naturels contient l’entier 0, ainsi que le successeur de chacun de ses éléments, 

alors cet ensemble est  . 

  

Remarques 

https://fr.wiktionary.org/wiki/%E1%BC%80%CF%81%CE%B9%CE%B8%CE%BC%CF%8C%CF%82#grc
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Remarques   

• 

• a fortiori,

• 

• 

 

Définition 

10p

a
a  . 

13

10
 

−3

100

1

4

    

. En seconde, vous avez établi que 
1

3
 n’est pas de cimal bien que 1 et 3 soient des 

entiers, et donc des de cimaux. 
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Définition 

ratio nombre rationnel

 
a

b
 a b  a le numérateur

b dénominateur 

Remarques  

 

x²

Définition 

√2 e 𝜋 …

Illustration 

 

 

 

 

      
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 x²  

II- Divisibilité dans   

Conseil : revoyez (ou apprenez) vos tables de multiplications !!!! 

Définition cruciale

Soient a et b deux entiers avec b0. 

 On dit que b est un diviseur de a s'il existe un entier relatif k tel que :                      

Dans ce cas, on dit aussi que b divise a, ou encore que : a est divisible par b, ou encore que : a est un 

multiple de b. 

b | a  b  a. 

Exemples  

•  k

• 

• k 3k. 

 

•  b                             

 

Définition 

 n    k   

 n

  

Exercice 1 

x y 35x – 56y

2) b a b² a²



Exercice 2 

a) 

b) 


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Propriété  

a a

a et b avec b0 :  

b divise a équivaut à dire que -b divise a, ce qui équivaut à dire que b divise -a ou encore à -b divise -a.

Preuve 



Exercice 3 

 n,  n+17. 



Propriété 

 a  b  b a,   1 b a. 

 n  |𝒏|𝒆𝒕 |𝒏|. 

Preuve 



Remarque 

a a a 

a

 

III- Différents modes de raisonnement 

Exercice 4 (raisonnement direct)

n n

n n



Exercice 5 (prouver qu’une implication est vraie, fausse). 

 

a) n

b) a
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Exercice 6 (raisonner par disjonction de cas). 

n n²+3n



Exercice 7 (raisonner par l’absurde). 

 

 n, n

 x  y ∉ x + y ∉



Exercice 8 (raisonner par contraposée). 

 : «  ». 

 

 

Schéma du principe de contraposition :  

Toute proposition conditionnelle de la forme (Si P, alors Q) équivaut à : 

2) n n² n

  

Exercice 9 (équations diophantiennes) 

a) Déterminer tous les entiers relatifs x et y tels que : x²  y² = 15. 

b) En déduire tous les entiers naturels x et y tels que : x²  y² = 15. 

c) Déterminer tous les entiers naturels x et y tels que : x²  y² = 16. 

  

Exercice 10 

1) Justifier que pour tout réel q1, on a : 𝑞𝑛+1 − 1 = (1 + 𝑞 + 𝑞2 + ⋯ . +𝑞𝑛)(𝑞 − 1). 

On note, pour éviter les points de suspension : 1 + 𝑞 + 𝑞2 + ⋯ . +𝑞𝑛 = ∑ 𝑞𝑘𝑛
𝑘=0 . 

2) Soit a un entier différent de 1. 

a) Montrer que 𝑎12 − 1 est divisible par a – 1. 

b) Montrer que 𝑎12 − 1 est divisible par a² – 1. 

c) Montrer que 𝑎12 − 1 est divisible par a6 – 1. 

3) Soit a un entier différent de 1, n un entier naturel non nul, et d un diviseur de n. 

Montrer que 𝑎𝑛 − 1 est divisible par  𝑎𝑑 − 1. 

4) On considère le nombre N = 999999…..9 dont l’écriture décimale comporte exactement 2023 fois le chiffre 9. 

Démontrer que N est divisible par K = 99999999999999999. (Le 9 figure 17 fois dans l’écriture décimale de K). 

  
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IV- Propriétés fortes de la divisibilité 

Propriété de transitivité de la divisibilité dans  

a, b c a b a b b c a c

 

Exemple : 7 divise 14 et 14 divise 154, donc 7 divise 154. 

Preuve : 



Exercice 11 

n  



Définition 

Soit a et b deux entiers. On appelle combinaison linéaire des entiers a et b toute expression de la forme : 

𝒂𝒖+𝒃𝒗, où 𝒖 et 𝒗 sont des entiers.  

Exemples : 2𝑢 +3𝑣 est une combinaison linéaire des entiers 2 et 3. 

La somme, la différence de deux entiers est une combinaison linéaire de ces deux entiers. Pourquoi ? 

 

 

 

Propriétés phare de la divisibilité dans  

d a b 

d a d b  

• d …….

• d …...

• d a b

u v d

Exemple : 

Preuve de la propriété phare : 


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Exercice 12 

n  n n

Indication n n

n



Exercice 13 

i) a b (a+b

ii) a+b a3 + b3.



V- Division Euclidienne 

Euclide (Εὐκλεί δης / Eukleídês) était un mathématicien Grec (trois siècles avant J.C environ) dont les travaux 

sont à la base de la géométrie et de l'arithmétique, entre autres, son œuvre majeure s'appelle les Eléments, 

Euclide est le précurseur de la démonstration hypothético-déductive que vous pratiquez en Mathématiques depuis le 

collège ! 

 

Toute partie non vide incluse dans  admet un plus petit élément. 

Exemple   

 

Théorème de la division euclidienne dans  

Soit a un entier relatif, et b un entier naturel non nul. 

Alors, il existe un unique couple d'entiers (q ; r) tels que : a = bq + r  et 0 r b  . 

Définition 

a b q ; r

a b q r

 entier naturel  

b  b

b

Disposition pratique 
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Preuve du théorème de la division euclidienne : 

Il y a deux points à justifier : l’existence d’une part d’un couple (q, r), et l’unicité d’autre part de ce couple : 

Existence (Il est normal de trouver ardue cette preuve pour un débutant. Arriver à comprendre la démonstration après 

plusieurs essais et relecture, c’est déjà se diriger vers un excellent niveau en mathématiques). 

 a  

n nb a

 b  b

a a (a +1) b a

a

m

q  q = m – 1 m q < m

q ∉  qb a

m = q+1  q b a

  qb a q b

qb  a bq b

r a – bq r r

 r b

q, r  a = bq + r r b. 

 a

 a a a

 q’ r’

 -a = bq’ + r’  r’ b

r’ a = b(-q’) -q’

r’  r’ b

a bq’+r’ b(-q’) – r’  b r’

-q’ = -q’ 1 + 1  : 

a = b(-q’ )  r’ = b(-q’ 1) + b – r’   et 0  b r’  b. 

  Q = -q’ 1 et R = b – r’, on a bien : a = bQ +R avec 0 R b. 

 (q, r  : 

 a = bq +r  0 r < b. 
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Unicité (à rédiger avec les élèves, démonstration très formatrice.) 



Exemple 

 

a) 

b) 

c) 

d) n

n n 



Exercice 14 

n

n = 2p p

 n n = 2k k



Propriété importante pour la suite du cours 

Soit a un entier relatif, et b un entier naturel non nul. 

a est divisible par b si et seulement si le reste de la division euclidienne de a par b est nul. 

Preuve  



Exercice 15 

  𝑛3 − 16𝑛 où 𝑛 désigne un entier naturel.

 n 𝑛3 − 16𝑛 



V– Congruences dans  

Définition 

n  a b

a b n a b

n

a b [n]   « a est congru à b modulo n », a b (n)

a b  mod n. 

   : il n’a rien à voir avec le signe = usuel !!!
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Exemples 

 ≡

Remarque : a b [n] b a [n]. 

n

 

Exemple bis 

 

 

  

n

Propriété 

n  a b

a b [n] n a – b a – b n.

, a b [n] si et seulement si il existe un entier k tel que : ……………………………

Preuve : 



Exemples 



4 11

x x x 



Propriétés triviales de la relation de congruence 

n   

a a a [n]. 

  a 0 [n] 

a a  r [n] r a n

Transitivité de la relation de congruence 

a b c a b [n] et si b c [n], alors …………………

Preuve : 
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Exemples 

314 [27] et 4301 [27], donc 30131 [27]. 

Exercice 16 

 

 a b n a n b

Exemple  ≡ ⋯[10]



 Propriétés de compatibilité de la relation de congruence avec les opérations usuelles  

a, b, c d n

i) Si ab [n] et si c d [n], alors ………………… : On dit que la relation de congruence est 

compatible avec l'addition. 

Remarque : on a aussi :  …………………………………, donc la relation de congruence est 

compatible avec la soustraction, ce qui n'a rien de surprenant, vu que toute soustraction n'est autre 

qu'une addition particulière. 

ii) Si ab [n] et si c d [n], alors …………………. : On dit que la relation de congruence est 

compatible avec la multiplication. 

iii)  Pour tout entier naturel k non nul, si ab [n] alors……………………………. : On dira que la 

relation de congruence est compatible avec les puissances. 

Preuve



Remarque  attention, la réciproque de chacune des affirmations suivantes est fausse ! Vous devez vous en 

convaincre à l’aide de contrexemples faciles à fabriquer. 

De i), on déduit que si ab [n], alors, pour tout entier relatif c,  a+cb+c [n]. Pourquoi ?

De ii), on déduit que si ab [n], alors, pour tout entier relatif c, ac bc [n]. Pourquoi ?

Attention, même si ces règles sont similaires à celles sur les égalités, rappelons que la relation de 

congruence et l’égalité sont deux notions bien distinctes ! 

Si ac bc [n], il est en général faux de dire que ab [n], c’est-à-dire qu’on on ne simplifie pas par c 

(même si c est non nul) une congruence !  Encore un point qui diffère par rapport aux égalités. 
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Exemple : 6361 [12], mais 3 n'est pas congru à 1 modulo 12 ! 

Application phare des congruences : preuve des critères de divisibilités usuels du système décimal. 

Définition 

a0, a1,……,an

a0,…….,an

a0 100+a1101 + a2102 + …….+an10n

0

10
n

k

k

k

a
=



anan - 1…….a 1a 0 (

   

  

Critères de divisibilité usuels du système décimal 

 

✓ Un entier naturel N est divisible par 2 (N est pair) si et seulement si son chiffre des unités est lui-même pair. 

 

✓ Un entier naturel N est divisible par 5 si et seulement si son chiffre des unités vaut 0 ou 5. 

 

✓ Un entier N est divisible par 3 si et seulement si la somme des chiffres de N est un multiple de 3. 

 

✓ Un entier est divisible par 9 si et seulement si la somme des chiffres de N est un multiple de 9. 

 

✓ Un entier N est divisible par 11 si et seulement si, avec les notations de la définition, 
0

( 1)
n

k

k

k

a
=

−   est un 

multiple de 11, ce qui revient à dire que la somme des chiffres de N de rang pair à laquelle on soustrait la 

somme des chiffres de N de rang impair est un multiple de 11. 

Preuve 



Exemple  

2016 2016201520142013 4018−

k, pour k
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VI Farandole d'applications des congruences à la résolution de problèmes divers et variés. 

Exercice 0 

  

 

ième  



Exercice 1 

a) 

b)



Exercice 2 

 

 n n n² n²



Exercice 3 

n 3 × 24𝑛+2 − 7

n



Exercice 4 

n, 32𝑛+1 + 2𝑛+2



Exercice 5 

modulo

n n n



Exercice 6 

a) n n²
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b) C

7 C

Exercice 7 

 x  x ≡  x ≡

 x  x



Exercice sublime 

p(N)

N – p(N)



 

Exercice 8 

un  u0 n un+1 = 10un

 u1, u2 u3

 

a) n un 10𝑛+1 − 7.

b) n un

 


