Terminale Maths G1 Devoir a la maison numéro 15 Mai 2023

Nota bene : ce dernier travail sur le calcul intégral est a rendre pour le 1 Juin.

Les éléves en difficultés, ou ceux qui ne feront pas de mathématiques ’année prochaine, peuvent ne pas
2 2

rendre ce travail.

Vous pouvez exceptionnellement vous mettre par groupes de cardinal de votre choix.

Les copies rendues en retard ou ne respectant pas ces consignes ne seront pas corrigées.

Exercice 0

Calculer les intégrales suivantes :

1= fol\/%dx s J= foz tan(x)dx ; K= f: e*sin(x) dx (faire deux IPP consécutives pour K).

Exercice 1

Soit f une fonction définie sur l'inter- A
valle [0 ; 1], continue et positive sur cet
intervalle, et @ une réel tel que 0 < a< 1.
On note :

— % la courbe représentative de la
fonction f dans un repére ortho-
gonal :

— & laire du domaine plan li-
mité par I'axe des abscisses et la
courbe ¥ d'une part, les droites
d'équations x =0 et x= ad'autre
part.

— o4 laire du domaine plan li-
mité par I'axe des abscisses et la
courbe ¥ d'une part, les droites
d'égquations x = aet x= 1 d'autre
part. 1
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Le but de cet exercice est de déterminer, pour différentes fonctions f, une valeur du
réel a vérifiant la condition (E) : « les aires & et &% sont égales ».,



On admet l'existence d'un tel réel a pour chacune des fonctions considérées.

Partie A : Etude de quelques exemples

1. Vérifier que dans les cas suivants, la condition (E) est remplie pour un unique
réel a et déterminer sa valeur.

a. [ estune fonction constante strictement positive.
b. f estdéfiniesur[0; 1] par f(x) = x.
2. a. Al'aide d'intégrales, exprimer, en unités d’aires, les aires .= et ..
b. On note F une primitive de la fonction f sur l'intervalle [0; 1].
F{0)+ F(1)

Démontrer que si le réel a satisfait la condition (E), alors F(a) = 3

La réciproque est-elle vraie ?
3. Dans cette question, on envisage deux autres fonctions particuliéres.
a. Lafonction f est définie pour tout réel x de [0; 1] par f(x)=e".

Vérifier que la condition (E) est vérifiée pour un unique réel a et donner
sa valeur.

b. Lafonction f définie pour tout réel x de [0; 1] par f(x] = m

2
Vérifier que la valeur a = 5 convient.

Exercice 2

On définit, pour tout entier naturel n >1, la suite (u,) par: u, = | f(ln (x))"dx.




5. A l'aide d’une intégration par parties, démontrer que pour tout entier natureln > 1, un+;1 = e — (n+1)un.

6. En déduire que la limite de (un) n’est pas strictement positive, puis en déduire la limite de la suite (u.).

Exercice 3

Soit (uy) la suite définie sur N* par

11 1
n= LTt eIt o
PARTIE A
1. Montrer que pour tout n de N*
Upyl —Up = —3n-2
n2n+2)2n+1)

2. En déduire le sens de variation de la suite (u,,).

3. Etablir alors que (u,,) est une suite convergente.

L'objectif de la partie B est de déterminer la valeur de la limite de la suite ().
PARTIEB
Soit f la fonction définie sur I'intervalle |0 ; +oo| par :

=5 +in( )

1. a. Justifier pour tout entier naturel » non nul I'encadrement :

n+1
;gf lar<l
n+1 n X n

b. Vérifier que



2. On considére la suite (S,) définie sur N* par

2n 1 1 1 1
Su=). - + P -
L k(k+1)  nn+1) (n+1)(n+2) 2n(2n+1)

a. Montrer que pour tout entier naturel 7 non nul,

0 f(m+f(n+1)+---+ f(2n) < Sy

b. Déterminer les réels a et b tels que pour tout réel x distinct de —1 et de
0, on ait

1 _a b

x(x+1) x x+1

¢. En déduire I'égalité

_ n+1
T n@2n+1)

n

d. En utilisant les questions précédentes, déterminer alors la limite quand
n tend vers +oo de

2n
Y f=fm+f(n+1)+---+ f(2n)
k=n

e. Vérifier que pour tout entier n = 1,

f)+ f(n+1)+---+ f(2n) = u,,—ln[2+%)

f. Déterminer la limite de la suite (u;,).

Exercice 4 (bombe atomique)

Partiel

On donne un entier naturel n strictement positif, et on considére I'équation différentielle :

n

> A
(E;) y’+y= EE

X

1. On fait 'hypothése que deux fonctions g et i, définies et dérivables sur R, vérifient, pour tout
xréel:
g(x) = h(x)e ™.

a. Montrer que g est solution de (E,,) si et seulement si, pour tout x réel,

M
B =2,
HT

b. En déduire la fonction h associée 4 une solution g de (E,;), sachant que h(0) = 0.
Quelle est alors la fonction g?

2. Soit ¢ une fonction dérivable sur R.



a. Montrer que g est solution de (E,) si et seulement si ¢ — g est solution de 1'équation :

()  y+y=0.
b. Résoudre (F).

c. Déterminer la solution générale ¢ de I'équation (E,).

d. Déterminer la solution f de I'équation (E,) vérifiant f(0) = 0.
Partie II

but de cette partie est de montrer que

n

i — i 1=
nl-{Tm;;] = =¢ (on rappelle que par convention 0! =1).

1. On pose, pour tout x réel,

folx)=¢e"%, filx)=xe™*.
a. Vérifier que fi est solution de I'équation différentielle : y' + y = fp.

b. Pour tout entier strictement positif n, on définit la fonction f;, comme la solution de I'équa-
tion différentielle y' + y = f,,—) vérifiant f,(0) = 0.
En utilisant la Partie I, montrer par récurrence que, pour tout x réel et tout entier n > 1:

falx) = %e_x.

2. Pour tout entier naturel n, on pose :

1
In= f fn(x)dx. (onnecherchera pas a calculer I)
0

a. Montrer, pour tout entier naturel n et pour tout x élément de l'intervalle [0; 1], I'encadre-

ment :
xﬂ
0= fulx) < T
1
En déduire que 0 < I, < CES puis déterminer la limite de la suite (1,).
1
b. Montrer, pour tout entier naturel k non nul, I'égalité : Ij — I = -Fe' L
c. Calculer Iy et déduire de ce qui précéde que :
I e—l
I" - ]. - _
d. En déduire finalement :
n
1
lim —=e



Exercice 5 (facultatif)
But de I'exercice : approcher In(1 + a) par un polyndéme de degré 5 lorsque a appartient a 'intervalle
[0; +ool.
Soita€ [0; +ool.

0 te Ip( ]—fa—l dret keN* P I.(a) a—{t_a]k t
1 note a)= e our , 011 pose a) = .
0 o 1+1¢ p k o (1+n)k+1

1. Calculez Iy(a) en fonction de a.
2. Alaide d’'une intégration par parties, exprimez I (a) en fonction de a.
3. Alaide d’'une intégration par parties, démontrez que
(— 1]k+l ak+l
Iri1 (@) = —r + I (a) pourtout keN*.

: Afii 15 1, 15 1,
4. Soit P le polyndme définisur Rpar P(x) = =x’ —=x"+ —x —Ex + X.

Démontrez en calculant I (a), I3(a) et I4(a), que Is(a) =In(1 + a) — P(a).

5. Soit J(a) = f (r—a)®dr. Calculez J(a).
0

(t—a)®
Trpe =@

b. Démontrez que pour tout a € [0 ; +oo[, J(a) < Is(a) <0.

6. a. Démontrez que pour tout £ € [0; al,

6
a
7. En déduire que pour tout a € [0 ; +ool, |In(1+ a) — P(a)| < ?

8. Déterminez, en justifiant votre réponse, un intervalle sur lequel P(a) est une valeur approchée
deln(1+a)a103 pres.



