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 : 2 ,a b c  . 

 : Sachant que 1 3x   et que 2,5 5,5y  , donner un encadrement de x+ y ;  de xy ; de x – y ; de  
x
y

 . 

Solution : rappel sur les opérations licites sur les inégalités : 

a, b, c, d, e et f désignent des nombres réels. 

R1 : on peut additionner membre à membre deux inégalités de même sens :  

si  a b  c et si d e f, alors : a + d  b+ e c + f.  Même règle avec des inégalités strictes. 

Remarque : si a b  et si c < d, alors on a : a + c < b + d. 

R2 : Si 0 a b et si 0 c d, alors : 0  ac  bd. 

Remarque : les précédentes remarques restent vraies. 

Attention, il est interdit de multiplier membre à membre les termes de deux inégalité de même sens lorsque ses 

termes ne sont pas positifs !!! 

Contre-exemple : -3  4   et -2  1  pour autant, -3 (-2) > 41 !!! 

Si  1 x 3  et si 2,5 y 5,5, alors d'après la règle R1 : 1 + 2,5 x+y 3+5,5  i.e. 3,5  x+y 8,5. 

De même, grâce à la règle R2 ici applicable car x et y sont positifs :    1 2,5 xy 3  xy 16,5. 

 x – y = x + (-y). 

Or si 2,5 y  5,5, alors -2,5 -y  -y -2,5.

1 x 3  et -5,5 -y -2,5, donc d'après R1 il vient que : 1 +(-5,5)  x +(-y)  3 +(-5,5) c’est-à-dire : 

-4,5  x –y  -2,5. 

   
x
y

  = x  

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
 

1
y

 . Or,  (0 <) 2,5 y  5,5, donc comme sur l'intervalle ]0 ; + [, la fonction inverse décroît, on a :  
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 . Comme 1 x 3,  grâce à R2 on obtient : 
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1  5,1y 

Solution : Grâce à R1 et aux remarques susmentionnées, on obtient :   

-3 + 2,6 < x + y < -1 +5,1 c’est-à-dire : -0,4 <x +y <4,1 

De même, comme 2,6 5,1y  , on déduit en multipliant par -1 chacun des membres de l'inégalité que :  

-2,6 -y > -5,1 ou encore que : -5,1 < y -2,6. Par suite, comme : -3 < x 1   , on obtient grâce à R1 :  

-5,1 (-3) < x +(- y) < -2,6 +(- 1)   c’est-à-dire : -8,1 < x – y < -3,6. 

 

  -3 < x 1    donc : 3 > -x  1 ou encore, 1 -x < 3, et comme 2,6 5,1y  , en multipliant membre à membre ces 

deux inégalités de même sens et ne concernant que des nombres positifs, on a : 

2,6  -xy < 15,3. Vu que xy est l'opposé de –xy, on a, en multipliant par -1 chacun des membres de la précédente 

inégalité (et donc, en changeant le sens des inégalités ) : 

Par suite on a : -2,6  xy > -15,3  ce qui se réécrit en : -15,3 < xy  -2,6. 

  On encadre d'abord  
y

x
  :  or, 1 -x < 3, donc par décroissance de la fonction inverse sur l'intervalle [1 ; 3[ qui est 

contenu dans ]0 ; + [, on a : 
1 1 1

1 3x
 


 et de plus, 5,1 > y  2,6, donc d'après la règle R2 on a :  
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3

  et par suite, 5,1  
y
x
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3

  ce qui s'écrit encore :  
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 : 

Solution : xy×yz×zx = 14×10×35  donc (xyz)² = 4900 et comme x y et z sont positifs, il en est de même pour xyz de sorte 

que xyz =70 et par suite, x =  
xyz
yz

  
70
10

 =7  ;   y =  
xyz
xz

  
70
35

 =2   et z =  
xyz
xy

  
70
14

 =5. 

Par suite, x + y + z = 7 + 2 +5 = 14. 

  



  

Solution : 64 < x², donc  x >8 ou x < -8. (le voir graphiquement si nécessaire). 

Si x >8, alors comme la fonction cube croit sur , on aurait : x3 > 83 c’est-à-dire x3 >512 : c'est impossible car d'après 

l'énoncé on doit avoir : x3 < 64. 

Donc nécessairement, x < -8 et on vérifie que si x < -8, x3 < 64. 

Si x < -8, alors x3 < (-8)3 car la fonction cube croit sur , donc x3 < -512 et -512 < 64, donc x3 < 64. 

Conclusion : x < -8. 

  

 

Solution : 9 = 3² donc 9n = (3²)n = 32n  et donc, 9n + 9n + 9n = 32011 équivaut à : 32n + 32n + 32n = 32011 c’est-à-dire                       

332n = 32011 c’est-à-dire 32n+1 =32011 et par suite, on a : 2n+ 1 = 2011  2n = 2011 – 1 = 2010  n =  
2010

2
 =1005. 
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K
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  
  

0

0

a b a b

ou ou

a b c c a b

  



     



 
2014

2014

x

y

 
2014

2014

x

y
=

2014 2014 2014

2014 2014

( ) ( 1)
1

y y

y y

  
   

 : x, y et z sont trois réels non nuls tels que x + y + z = 1 et  
1
x

  
1
y

  
1
z

  = 0. Combien vaut  x² + y² + z² ? 

Solution : Observons que (x +y + z)² = x² + y² + z² + 2(xy +xz +yz). Développer (x+y+z) (x+y+z) pour s'en convaincre. 

Or,  
1
x

  
1
y

  
1
z

  = 0  0 0 0
yz xz xy xy xz yz

xy xz yz
xyz xyz xyz xyz

 
         (vu que xyz est non nul).  

Par suite, de l'identité :  (x +y + z)² = x² + y² + z² + 2(xy +xz +yz), on déduit tenant compte du fait que : x + y + z = 1 

et que xy + xz + yz = 0 que : 

1² = x² + y² + z² + 2 0   donc x² + y² + z² = 1. 

 :  x



 x + 4 x = 3

 
 

 
 
 

y² + 4y = 3 y² + 4y - 3 = 0

et et

y = x y = x

. 

Les solutions de l'équation du second degré de la variable y sont (calculer  = 4) : 









1

2

-4 - 4 -4 - 2 -6
y = = = = -3

2 2 2

et

-4 + 2 -2
y = = = -1

2 2

 

Ces deux valeurs trouvées pour l'équation d'inconnue y sont-elles solutions de l'équation initiale ? 

Certainement pas, car si y = x , alors y 0.  Ici les deux solutions "potentielles" de l'équation sont négatives ! 

Donc l'équation initialement proposée n'a pas de solution :   =   



  
1

2

n

n

x x

x





 
 
 

 

Solution : 
1

2

n

n

x x

x





 
 
 

=
1 1 2

1

1 1 1

1

2 2 2

n n n
n

n n n

n

x x x
x

x

 


  



   . 

 

: x +  
x
2

 =  
1
6

  +  
2x
5

    
3x
2

  =  
1
6

  +  
2x
5

    
3x
2

  -  
2x
5

  =  
1
6

     
15x
10

 -  
4x
10

  =  
1
6

     
11x
10

 =  
1
6

  x =  
10
11

    
1
6

                   

x  =  
5

33
 .  = {  

5
33

 }.

23

² 1

x

x x 
2 1 2   

Solution :  

f( 2 1 )=

3( 2 + 1)² 3(2 + 2 2 + 1) 9 + 6 2 (9 + 6 2 )(5 - 3 2 ) 45 - 27 2 + 30 2 - 36 9 + 3 2
= = = = =

25 - 18 7( 2 + 1)² + ( 2 + 1) + 1 2 + 2 2 + 1+ 2 + 2 5 + 3 2 (5 + 3 2 )(5 - 3 2 )

 

  

 
² 1x

x





1

1f
x

 
 
 
 
 

 x y .(x - y - 1)² +(x + y +7)² = 0  

Solution : Le carré d'un réel est toujours positif ou nul et la somme de deux termes positifs est positives, donc comme 

(x –y -1)² 0 et (x +y +7)² 0, la relation : ( 1)² ( 7)² 0x y x y       est équivalente à : 



 
   

 

1 2

2 1

2x + 6 = 0  (L + L )x - y - 1 = 0 x = -3

x + y +7 = 0 2y + 8 = 0  (L - L ) y = -4
    .  = {(-3 ; -4)} 

 

Solution :  x 0.   
3

4x
  -  1 =  

2
3x

     
1
x

  
3
4

  -  
1
x

  
2
3

 = 1   
1
x

 (  
3
4

  -  
2
3

 ) = 1 x =  
3
4

  -  
2
3

  =  
9

12
  -  

8
12

  =  
1

12
 .   ={  

1
12

 }. 

 

Solution : x 0.  
3
4

  = 2 –  
1
5

  –  
1
x

   
1
x

 = 2 –  
1
5

  -  
3
4

     
1
x

  =  
40
20

  -  
4

20
  -  

15
20

  =  
21
20

  x =  
20
21

 .    = {  
20
21

 }. 

 : Soit  l'unique nombre positif tel que :  ² =  + 1. Exprimer   5 comme une fonction affine de  . 

Solution : Vu que  ² =  + 1, on a, en multipliant chacun des deux membres de cette égalité par   : 

 3 =  (  + 1) =  ² +   =  + 1 +   = 2  + 1   (ne pas perdre de vue que  ² =  + 1 )! 

Or,  5 =  ² 3  = ( + 1) (2  + 1) = 2 ² +   +2  + 1 = 2 ²  + 3  + 1 = 2( + 1) + 3 + 1 = 5  + 3. 

 : Résoudre dans  l'inéquation : 3
1

1

x

x





. 

Solution : pour que l'expression existe, il est nécessaire d'avoir : x 0  et :  1 +  
1
x

  0, c’est-à-dire  x -1. 

On cherche donc les solutions de cette inéquation dans -{-1 ; 0}. 

3
1

1

x

x






² ² ² 3( 1) ² 3 3

3 3 3 0 0 0
1 1 1 1 1

x x x x x x x

x x x x x

x

   
         

    
. 

L'idée est de dresser un tableau de signes. 

Le trinôme x² - 3x – 3 a pour discriminant  = (-3)² - 4 1 (-3) = 9 + 12 = 21. 

Ce dernier admet pour racines : x1 = 
3 21

2


  et x2 = 

3 21

2


. On a x1 < 1 < x2 . 

Vu que a = 1, ce trinôme est donc à valeurs positives lorsque x  1 2;x x . 

Donc :  

x -                                                    x1                         1                         x2                                                                 +  

x²-3x-3                         +                              0             -          |              -           0                            + 

x +1                         -                               |             -           0             +           |                           + 

 
x² 3x 3

x 1
  

                                                                                                           
                         -                              0             +         ||            -            0                           +  
 

 



S = ]-  ; 
3 21

2


[ ]1 ; 

3 21

2


[. 

 

 .x x

Solution : vu que x x  x 

]-  ; + [. 

 : Soit n et p des entiers tels que n p. Simplifier  l'expression : 
! !

!( )! ( 1)!( 1)!

n n

p n p p n p


   
 

Solution : Un dénominateur commun est : (p+1)!(n-p)!   et (p+1)! = (p+1) p!   et (n –p)! = (n-p) (n-p-1)! 

n! n!
+

p!(n - p)! (p+ 1)!(n - p - 1)!
=

n! × (p+ 1) n! × (n - p) n! × (p+ 1+ n - p) n! × (n+ 1) (n+ 1)!
+ = = =

(p+ 1)! × (n - p)! (p+ 1)! × (n - p)! (p+ 1)! × (n - p)! (p+ 1)! × (n - p)! (p+ 1)! × (n - p)!
 

 

donc  
1
4

 ((x+y)² - (x –y)²) =  
1
4

 (x² +2xy +y² - (x² -2xy +y²)) =  
1
4

 (x² +2xy + y² - x² +2xy –y²) =  
1
4

 4xy = xy. 

 :  Sachant que pour tout réel x, f(x) = x² + 2x – 3, calculer f(f(x)) sous forme simplifiée au mieux. 

Solution : f(x) = x² + 2x – 3, donc  f(f(x)) = (x² +2x – 3)² + 2(x² +2x – 3) – 3. 

f(f(x)) = (x² +2x – 3)(x² +2x – 3 +2) – 3 = (x² + 2x – 3)(x² + 2x – 1) – 3 = x
4
 +2x

3
 –x² + 2x

3
 -2x – 3x² - 6x + 3 = x

4
+4x

3
-4x²-8x +3. 

 







    1x x x x    

Solution : Vu que x
 0

0

x 



 0,Si x  0x x  x x x x

 0,Si x  0x x  x x x x

En conclusion, pour tout réel x, on a :    0x x x x   . 



L'équation initialement proposée n'a donc aucune solution réelle.  =   

  

Solution : X4 + 1 contient deux des trois termes de l'expression développée de (X² +1)² = X4 + 2X² + 1. 

Donc X4 + 1 = (X² + 1)² - 2X² =(X² + 1)²  - ( 2 X)² =  (X² + 1 - 2 X)(X² + 1 + 2 X)   (ah les identités remarquables….). 

X4 + 1 = (X² + 2 X + 1)(X² - 2 X + 1). 

 : Soit x et y des réels strictement supérieurs à 1 tels que : 
1 ² 1 ²

x y

x y


 
. Prouver que x = y. 

Solution : Vu que 1 + x² et 1 + y² ne s'annulent pas sur , on a : 

(1 ²) (1 ²) ² ² ² ² ( )
1 ² 1 ²

x y
x y y x x xy y yx x y yx xy xy x y

x y
              

 
  

(x –y) – xy(x –y ) = 0  (x –y)(1 - xy) = 0 x = y ou xy = 1. 

Or, x >1 et y > 1, donc xy >1, et donc il est impossible d'avoir xy = 1. 

Par suite, x = y. 

 
a c

b d
 ( )( )ac bd a b c d   

Solution :  Si  
a
b

  =  
c
d

 , alors on a : ad = bc.  Les deux termes  ac  + bd   et (a+b)(c+d)  étant positifs, pour 

prouver qu'ils sont égaux, il suffit d'établir qu'ils ont le même carré. 

Or, ( ac  + bd )²  = ac + 2 abcd  + bd      et vu que ad = bc, on a : ( ac  + bd )²  = ac + 2 b²c²  + bd = ac + 2bc 

+ bd car b et c sont strictement positifs. 

De même, ( (a+b)(c+d) )² = (a+b)(c+d) = ac + ad + bc +bd = ac + 2bc +bd car on a : ad = bc. 

Ainsi, ( ac  + bd )²  = ( (a+b)(c+d) )² , et par suite on a bien l'identité voulue. 

 

  

 

a b a b  

Solution : Si l'un des deux réels a ou b est nul, on a égalité. 

On suppose donc  a > 0  et b > 0. 

Or, 
( ) ( )² ( )²

( )
( )

a b a a b a a b a b
a b a a b a

a b a a b a a b a a b a

     
        

       
. 

La quantité a b a   par laquelle on multiplie est non nulle du fait que a >0 et b >0. 



Or, b + a >b et par stricte croissance de la fonction racine carrée sur ]0 ; + [, a b b  , donc, 

 car 0a b a b a b a      , et par suite comme la fonction inverse décroit strictement sur ]0 ; + [, 

on a : 
1 1

a b a b


 
 et donc, en multipliant chacun des membres par b >0, on a : 

b b

a b a b


 
  bref, 

b
b

a b a


 
. Par suite, on a établi que : a b a b   , et donc afortior i que a b a b   . 

 

 :  

 

 

² ² 6

² ² 12

x y

x y

 


 





    
 

    


. 

 = { (-3 ; - 3 ) ; (-3 ; 3 ) ; (3 ; - 3 ) ; (3 ; 3 )}. 

 1.

  
1 1 1 1

1 1 0 0 0
x x

x x x x x


         .  

x -                                                      0                                                    1                                                                      +  

1- x                                +                         |                           +                      0                         -    

x                                -                          0                           +                      |                         + 

 
1 x

x
  

                                                                                                           
                               -                         ||                            +                      0                       - 
 

 



 = ]-  ;  0[  [1 ;  + [.  

 

 

 

 

simplifier 
x

x
, 

6

²x

x
, 

4
4

2

x
x

x
  

 

 

 

 

 


