Terminale Maths Groupe 2

Corrigé du DS9

Février 2023
Exercice I

A&) (}M)Coy,;-{k'rk o \b = Ad 1c%- .

a&’* ‘“ Yo enhin M:N(p\, W:uo)(“": A*(%—)hg %)h

B 1”@ ) <7 (@))€ L)@ mb(f) <2l
V'§ IP‘G;\ Lo 6«‘%]0;4_], (A (n\l&. Joﬁww'jah%-

Lo > “3nbe) | ane 3601
Gore cl¢k:?a\\\" N Ny my = 28 < )Jg.,{;o“}.

L) &Ki): A (‘l‘{ ZQ'.”? =& (A('J-)) ke 1 pags) = L+Le-}=<.

% 24042 @Ja&’“) '

r -3 W)= 44 2 (“’){y:- A-6e T
Sl fly= vl o Lk

w®) x+42¢7**

3)
Jom 1687 = LaBE -5
&‘%&;&&M}MLWM A Rt _ o oF £— :ﬂt(.

AR = AR

L e BJ-V&_EJ/JYd’ do fo—2 ¢ K,;gj(*):o.

= 2
- g

L’axe des abscisses (d’équation y = 0) est donc asymptote horizontale a la courbe de f en +co.



Exercice 11
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Remarque : a la question 2) la réponse a) de I’énoncé était également correcte, on ne peut que déplorer le manque de

. . e . . L
rigueur des concepteurs de sujets, qui affirment qu’il y a une seule bonne réponse alors que deux convenaient ici......

Exercice IIl

1. Nous savons que lim xIn(x) =0donc lim f(x) =1. De plus lim f(x)=1.
=0 =0 e

2. a. Lafonction f est continue et dérivable sur |0 ; +oo[. En utilisant le formule de la dérivée
1
d’un produit, Yx €]0; +ool, f'(x) =1 xIn(x) + xx —=1In(x) + 1
X

b. /(X)20 = In(x)+1>0 < In(x) >-1 < x>e L
Dansle tableau: f(e™!) =e 'ln(e”!)+1=-e'+1=1-e"1>0
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1 +00
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c. f(1)=1.D’apres les variations de la fonction f,
e Vxel0;el], fx)ell—et; 1;
e Vxele!; 1], f(x)e[l—-e!; 1.
Donc Vx€]0; 1], f(x) e [1 —el;11.0r1-e!>0donc f(x) €] 0; 1] pour tout réel x dans
10; 1].

3. a. I'équation de la tangente (T) a 6 au point d’abscisse 1 a pour équation :
y=fMx-D+f1)
Avec f'(1)=1et f(1) =1, on en déduit I'équation de (T) : y=x-1+1=x
b. Nous savons que Yx €]0; +oo, f’(x) =In(x)+1.
La fonction f” est continue et dérivable sur 10 ; +ool, et f”(x) = % >0, donc f est convexe
sur]0; +ool.

c. Lacourbe représentative d'une fonction convexe est toujours au-dessus de toutes ses tan-
gentes. Donc € est au-dessus de (7). Donc Vx €]0; +oof, f(x) = x.

4. Soit (u,) la suite définie par uy €]0; 1] et w41 = f(uy).

a. Montrons par récurrence que 0 < u, < 1 pour tout entier naturel n.
Initialisation : uy €]0 ; 1] (par définition).
Heérédité : Soit n € N tel que 0 < u, < 1. Montrons que 0 < ty4+; < 1.
D’apres la question 2.c, x€]0; 1], f(x) €]0; 1[.
Or d’apres I'hypotheése de récurrence, u, €]0; 1[, donc f(uy,) €]0; 1[ soit w4, €]0; 1[.
Conclusion : La relation est vraie au rang 0 et si elle est vraie au rang n € N elle au rang
suivant n + 1; d’aprés I'axiome de récurrence, pour tout entier naturel n, 0 < u, <1.
b. D’apres la question 3.c, pour tout réel x positif, f(x) > x.
De plus pour tout entier naturel n, u, >0
Donc, VreN, f(u,) > u, donc uy+) > uy. La suite (u,) est donc croissante.

c. La suite (u,) est croissante et majorée par 1. Donc d’apres le théoreme de convergence
monotone, la suite (u#,) converge vers une limite finie notée [.

Exercice IV

Partie A

1. On lit sur le graphique : f(1) =3 et f'(1) = 1 (nombre dérivé égal au coefficient direc-
teur de la droite (AB)).

2. a. Commea>0etx?>0,0naax?>0,doncax?+1>1>0:lafonction f estdonc

2ax
dérivable sur R et sur cet intervalle f’(x) = —
ax-+1
b. Lesrésultats du 1. peuvent s’écrire :
f(]-) = 3 h‘lz[a + 1)+ b = 3
Fay =1 T =L =1
a+1l

La deuxieme équation donne 2a = a+1 <= a =1 et en reportant dans la pre-

miere :
Inl+1)+b=3 < b=3-1In2.
OnadoncsurR, f(x)=In(x*+1)+3-In2.



Partie B
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Comme x* +1 > 0 quel que soit le réel x, la fonction f est dérivable sur R et sur cet

. e _
intervalle : f'(x) = Pk
Le dénominateur étant supérieur a zéro le signe de f('x) est donc celui de 2x, donc :
f'(x) <0 surR* et f'(x) >0sur R}. Conclusion f est décroissante sur R* et croissante
sur R7.

Le nombre f(0) =In1+3—In=3-In2 est donc le minimum de la fonction sur R. D’ou
le tableau de variations :

X —00 0 +00
f1(x) - 0 +
+00 +00
f(x) \ /
3—-In2

D’apres le tableau de variations I'équation f(x) = k admet deux solutions si k > 3-In2.
4.

f(x) =3+In2 < In(x¥*+1)+3-In(2) =3+In@2) < In(x*+1) =2InQ2) <
In(x*+1) =In4 < x*+1 =4 (par croissance de la fonction logarithme), soit x* = 3,
d’ot1 deux solutions S = {—v/3; v3}.

5.

On étudie le signe de la dérivée seconde de fsur R.

2(—x2+1)
(*2+1)% °

Un calcul facile de dérivée de quotient conduit facilement a : f (x) =
Or pour tout réel x, (x°+1)?> 0 et 2> 0, donc f”’(x) a le méme signe que -x* + 1.
Par suite, f ”’(x) >0 équivaut a 1 >4?, c’est-a-dire -1 <x< 1.

Donc fest convexe sur [-1 ; 1], concave sur chacun des intervalles ]-c0 ; -1[ et ]1 ; +oo[.



