Terminale Maths Groupe 3 Corrigé du DS8 Janvier 2024

Exercice 1
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Exercice Il

1.

f(x)=1+x*—2x"In(x).

« Limite en 0 : On sait que lll".[[l) x*In(x) =0, que lma x =0, donc par somme de limites :
X— X—

lim f(x

x—0

« Limite en +oo: en écrivant f(x) =1+ x*(1-2In(x)),ona:

lim x° = 400, lim -2In(x) = —oo, puis lim 1-2In(x) = —oco et enfin par produit
X—+00 X—+00 X—+00
de limites :

lim f(x)=

X—+00

. 1
Pour tout réel de I'intervalle 10 ; +oo, f'(x) = 2x—4xIn(x)-2x*x— =2x—4xIn(x)-2x =
X
—4xIn(x).

. Puisque x > 0, le signe de f’(x) est 'opposé de celui de In(x).

On sait que In(x) <0 sur [0; 1[, donc f'(x) > 0sur [0; 1[ et que
In(x) >0sur]1; +ool,donc f'(x) <0sur]l; +ool.

La fonction f est donc:

« croissantesur [0; 1]dela f(1)=1+1-2x1x0=2;

« décroissante sur [1; +oo[ de 2 4 moins I'infini.
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4.

-f est continue sur [1 ; +oo[ car dérivable sur cet intervalle.

-f est strictement décroissante sur [1 ; +oo].

- 0 appartient a I'intervalle ]-00 ; 2], donc 0 est une valeur intermédiaire pour f.

Donc d’apres le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, ’équation : f{x) =0 admet une unique

solution notée a, avec a €[1 ; +oo].
Comme f(e)=1+e?(1-2lne)=1+e?(1-2) = 1-e° = —6,4.
En appliquant le méme théoreme,onadoncl<a <e.

5. On part de l'intervalle [1; 2,7], (avec e = 2,7) dichotomie (1) donne par dichotomie
un encadrement de a par deux réels a et btels que b—a < 1071,

Comme a = 1,9, C et D sont exclus et A ne donne pas un encadrement au dixieme :
reste la proposition B.

Remarque : a la question 1), doit clairement apparaitre : par croissances comparées pour la

recherche de la limite en 0.

Exercice IIl
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Remarque : il y avait aussi la réponse A de juste, vu que : In(24) — In(3/2) = In(24/(3/2))=In(16) !

Le concepteur de I’exercice aurait pu se relire....
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Attention, ici la calculatrice (tracé du graphe) vous induisait en erreur car les solutions sont

tres proches de 0, donc non décelables sans zoomer longtemps !!!
Exercice IV

Partie A

f(x)=x-In(1+x).

1. Inuestdéfinisiu>0,s0itl+x>0 < x>-1.

La fonction f est définie sur I'intervalle | -1 ; +ool.

' 1 1+x-1
2. En posant u(x) = 1+ x et donc u/(x) =1, on a alors si f'(x) = 1—% =1- i =
X x

sur]—1; +ool.

3. a. Onsait que 1+ x>0, donc le signe de la dérivée est celui de x :
e fl(x)=0 <= x=0;
¢ f'(x) >0 < x>0:lafonction est croissante sur [0 ; +oo[;
¢ f'(x) <0 < x<0;lafonction est décroissante sur ] —1; 0.
b. La fonction f est décroissante sur | — 1 ; 0[ puis croissante sur [0 ; +oo] : elle a donc un
minimumen x=0, f(0) =0-0=0.
Son minimum étant nul, on adonc sur]—1; +oo[, f(x) = 0.

4. a. Onsait que quel que soit le réel x, x = Ine*. On peut donc écrire :
X

e
— X _ —
f(x)=Ine*—In(1+x) ln(1+

) par propriété de la fonction logarithme népérien :
X

ln.‘:z—ln.bzlnE

b
ex eu—l euxe—l
b. Enposantu =1+x < x=u-1,ona f(x) =Iln =In =In =
1+x u u
1e"
In|{=—
e u
e 1e"
Orx— +o0 = x+1=u— +ooetonsaitque lim — = +oo, donc lim (—— = +o00
U—+00 I u—+oole u

etenfin lim f(u)=+coou lim f(x)=+oo.
U—+00 X—+00



Partie B

On considere la suite (u,,) définie par u, = 10 et, pour tout entier naturel n,

Ups1 =Up—In(1+ uy).

1. Avec n = 0, la relation de récurrence donne : u; = up—In(1+15) = 10—In(1 +10) =10-In1l =
7,602.
2. Initialisation :on a up = 10 = 0 : 'inégalité est vraie au rang 0.

Heéredité : Soit n € N tel que u, = 0 : d’aprés la question 3. a. la fonction est croissante sur
[0; +ool, et up+1 = f(uy) 20, donc 0 < upy4g 2 'inégalité est vraie au rang n + 1.

Conclusion :'inégalité est vraie au rang 0 et si elle est vraie au rang n, elle |'est aussi au rang
n+1:d'apres le principe de récurrence :

pour tout entier naturel n, on a u, = 0.

3. Onaupsr = up—In(1+uy) < Ups1 —un=-In(1+ uy).

Or on vient de démontrer que pour tout n €N, u, >0 = 1+ u, = 1 puis par croissance de la
fonction logarithme népérien In(1+ u,) = Inl, soitIn(1+ u,) 20 < —In(1+u,) <0.

Donc up+1 — U, < 0 montre que la suite (u,,) est décroissante.

4. La suite (u,) étant décroissante et minorée par 0 converge vers une limite ¢ telle que £ =0

5. Ona uy,4; = f(u,). On a vu que cette fonction est dérivable donc continue sur | -1 ; +oo[; de
plus la suite (u,,) converge vers ¢, donc a la limite :

f=0-In(14+f) e In(1+=0ouln(l+¥#)=Inl < 1+ =1 < (=0.

Conclusion: lim wu, =0.
H—+oo

Remarque : la récurrence est rédigée de facon trop elliptique.



