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Exercice |
XN — XM -1 0
1. On ales coordonnées suivantes: MN | yy— (= —% et MP | —1
ZN — ZM 41 -2
2. On obtient la figure suivante :
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3. Les vecteurs MN et MP sont clairement non colinéaires (I'abscisse de 1'un est nulle sans que
celle I'autre ne le soit), donc les trois points M, N et P sont non alignés, et définissent donc un
plan.

4. a. Puisque le repere est orthonormé, on va calculer le produit scalaire avec les coordonnées :

-1 1

S 1 1
MN - MP = (-1)x 0+ —)x(—1)+-x(—2):0+-—-:0.
2 4 2 2

Les vecteurs sont donc orthogonaux et non nuls, donc I'angle qu’ils définissent est un
angle droit. On en déduit que le triangle est rectangle en M.

Calculons les longueurs MN et MP :
2 2
sz\/(—n% 1) (i] va1

==  MP=V(0’+(-D*+(-2"=V5
Comme MN # MP, le triangle est seulement un triangle rectangle en M (il n'est pas iso-
ceéle).

b. Laire du triangle MNP est la moitié du produit de la longueur d'une base par la longueur
de la hauteur correspondante.
Comme le triangle est rectangle en M, on choisit [MN] comme base et donc [MP] est donc
la hauteur correspondante.

v21 =
»
v 105
L’aire du triangle est donc <Aynp = 4 > = =

5. a. Avec;[.’i; —-8;4)ona:

_— = 1 1
MN - n =[—1]><5+(—E)X(—8)+ZX4=—5+4+1=0

MP-72=0x5+(=1) x (=8) + (=2) x4 =0+8-8=0
Le vecteur non nul n est donc orthogonal a deux vecteurs non colinéaires du plan (MNP),
il est donc orthogonal au plan.

C’est donc un vecteur normal de (MNP).

b. Onen déduit que le plan (MNP) a une équation cartésienne de la forme 5x—8y+4z+d =0,
ol d est un nombre réel.

Comme M € (MNP), d est tel que::
3
S5xM—8ym+4zm+d=0 <= 5x1-8x1+4x Z+d:0
— 5-8+3+d=0

= d=0
Une équation cartésienne de (MNP) est donc bien 5x—-8y+4z=0.

6. Siune droite est orthogonale au plan (MNP), c’est donc qu’elle est dirigée par un vecteur normal

a (MNP), donc n, par exemple.

Le point F a pour coordonnées F(1; 0; 1) et n a pour coordonnées n(5; —8; 4) et donc la
droite passant par F et dirigée par n admet pour représentation paramétrique le systeme :

x=xp+rx71- x=1+5¢
y=ye+ty- t€R, soitici:{ y= -8r [€R

z=zpt+itz— z=1+4t



7. Si L le projeté orthogonal du point F sur le plan (MNP), alors, c’est que L est I'intersection du
plan (MNP) avec la droite d, orthogonale a (MNP) et passant par E

Si on consideére le point L;, de parametre f sur la droite d, cherchons la valeur du parametre ¢
pour que L; € (MNP).
L€ (MNP) < 5x;, -8y, +4z;, =0

<= 5(14+58)—-8(-8r)+4(1+41) =0

< 5+251+64t+4+161=0

< 105t+9=0

-9 -3
— f=—=—
105 35
Le point d btre — sur d données : (145 —; —8x —2; 1+4x — |, clest
— : X—; —8x—; x — |,
e point de parametre —— sur d a pour coordonnées 3 3E o
4 24 23
donc bien le point L, de coordonnées L(— ; — —)
7 35 35

8. Onadonc _ﬁ:

e~

—3\% (24\% [-12\¢ 3V105
etdonc FL = _— =] + = .
7 35 35 35
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Pour calculer le volume du tétraedre FMNP, on va considérer le triangle MNP comme étant la
V105
T

base, avec «/vnp =

Faire un croquis ici :

La hauteur correspondante est donc la distance du quatriéme sommet F au plan contenant la
base, c’est-a-dire le plan (MNP). D’apreés la question 7., c’est donc la distance FL, que I'on vient
de calculer.

1 V105 3y105 105 3x35 3

3778 35 8x35 B8x35 8

1
On a donc Veynp = 3 x ayvnp % FL =

3
Le volume de FMNP est donc de E

Exercice Il

Question 1 : Réponse B : 'ensemble vide.
Question 2 : Réponse A : sécantes.

Question 3 : Réponse B : incluse dans le plan (P).

Question 4 : Réponse C : sécants et non perpendiculaires.



Exercice Il
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Exercice IV

2
1. a. Levecteur }-IY 1 | est normal au plan 22 d’équation 2x+ y—-z+2=0.
-1
b. ?41_1'_?-1: =2x14+1x(-1)+(-1)x1 =0donc ;1_1' et _;zz sont orthogonaux.
On en déduit que les plans 27, et 2% sont perpendiculaires.
1
2. a. Leplan 2% apour vecteur normal 13 | -1/, doncil aune équation cartésienne de la forme

1
x—y+z+d=0oud estunréel a déterminer.

Be % doncxgp—-yg+zgp+d =0, autrementdit 1 -1+2+d =0doncd = -2.

Le plan 2% a donc pour équation cartésienne x— y+z—-2=0.

x=0
b. On note A la droite dont une représentation paramétriqueest:{ y = -2+t , teR.
z = t

On cherche l'intersection des plans 27, et 2%, est '’ensemble des points de coordonnées
(x: v: z) vérifiant ] e | 2x+y-z+2 =10
x; y; z) vérifiant le systeme : X—y+z-2 =0
2x+y—-z+2 =10 2x+y = z-2 3x =0
— —
x—y+z-2 =0 xX—y = —z+2 2x+y

Il
]
|
[§]

On aboutitdonca x =0, y = z—2 et z quelconque égal a t.

Les plans 2, et 22, ont donc pour intersection la droite de représentation paramétrique

x= 0
y = -2+t teR ,c'est-a-dire la droite A.
z = t

Les plans 22 et 2, ont donc pour intersection la droite de représentation paramétrique

x= 0
y = -2+t teR ,c'est-a-dire la droite A.
z = t

Autre solution possible : On sait que les deux plans &, et a &, sont perpendiculaires, donc sécants

selon une droite :

Soit M un point quelconque de la droite A : il existe donc un réel t tel que M(0 ; -2+t ;t).

Montrons que M appartient a4 9, et a &, en vérifiant que les coordonnées de M vérifient chacune
des équations cartésiennes de ces plans:

Or, 2xM+ yM —2M +2 = 2x0+(-2)+t — t + 2 = 0, donc M appartient a 9, et par suite A est

incluse dans 9,.

De méme: aM—yM + 2M — 2=0 — (-2+t)+t — 2 =2 —t + t -2 = 0, donc M appartient a &, et

par suite A est incluse dans 9,.



Ainsi, A est incluse dans 'intersection des plans @, et 9, (qui est une droite), donc A est I'intersection
de ces deux plans.

On consideére le point A(1; 1; 1) et on admet que le point A n'appartient ni a 2%, ni a 2.

On note H le projeté orthogonal du point A sur la droite A.

3. Onrappelle que, d’aprés la question 2. b, la droite A est I'ensemble des points M; de coordon-
nées (0; -2+ t; 1), ol t désigne un nombre réel quelconque.
a. AM2=(0-12+(-2+1-1*+(t-1)*=1+(9-61+ 1)+ (*-2t+1) =2 -81+11
DoncAM,; = V2¢2 -8t +11.

b. Le point H est le projeté orthogonal de A sur la droite A, donc la longueur AH réalise le
minimum des longueurs AM; ou1 M; est un point de A.

1l faut donc chercher le minimum de V22 — 8¢ + 11, donc le minimum de 2¢% — 81+ 11.
D’aprés les propriétés de la fonction du second degré, le minimum de f(x) = ax®+bx+c¢

_b]
2al

‘ -8 p
Doncle minimum de 2t°—8¢+11 est réalisé pour ¢ = BT 2,etvaut2x2°—8x2+11 =3.
x

s b
quand a > 0, est réalisé pour x = ~%a et vaut f
a

On en déduit que AH = v/3.

4. On note 2, la droite orthogonale au plan 27, passant par le point A et H; le projeté orthogonal
du point A sur le plan 27,.

a. Déterminer une représentation paraméirique de la droite 2.

La droite 2, est orthogonale au plan 27| donc le vecteur n;, normal au plan 2% est un
vecteur directeur de la droite 2,. De plus la droite &, passe par le point A. Elle a donc
pour représentation parameétrique :

y = yatt teR cCest-a-direq y = 1+t (€R
zZ = za-1 z= 1-t

b. Ladroite 2, est orthogonale au plan 22, donc le projeté orthogonal de A sur 27, est le point
d’intersection de 2, et de 22, ; ses coordonnées vérifient le systéme :

x = 1+2t
y =1+t
z=1-1t

2x+y—-z+2 =0
Donc t vérifie2(1+21)+ (1+1)—-(1-1)+2 =0,s0it24+4t+1+t—-1+1+2 =0, ce qui donne

2
t=——.
3
1 1 2 1 2 5
x=1+2t=1-==——=,y=1+t=1-===etz=1-t=14+===
3 3 3 3 3 3
. ) 1 15
Le point H; a donc pour coordonnées s ; 3 ;=

5. Soit H; le projeté orthogonal de A sur le plan £2,.



On admet que H, a pour coordonnées

4 2 4
(5; 5; §) et que H a pour coordonnées
(0;0;2).

Sur le schéma ci-contre, les plans 22, et 22,
sont représentés, ainsi que les points A, H,,

H,, H.

_1_ -4
i K
Le vecteur AH; a pour coordonnées | 3—1 [=|—-%|.
21 2
3 3
0-4 -4
T . 3 2
Le vecteur HzH a pour coordonnées [0—% | =| -5 |.
2_4 2
3 3

AH; = HyH donc la quadrilatére AH; HH; est un parallélogramme.
La droite (AH;) est orthogonale au plan 2, et H; appartient a ce plan; donc (AH;) est perpen-
diculaire a toutes les droites de 27, passant par H;, en particulier la droite (HH;).

Le parallélogramme AH; HH> possede un angle droit donc c’est un rectangle.



