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Exercice d’échauffement

—In(2) -1
1) Un vecteur normal est : 71| [n(2) |, donc comme In(4) =1n(22)=2In(2), n’'| 1 |est un autre
In(4) 2

vecteur normal a (P). Donc une équation cartésienne de (P) est de la forme :
-x +y +2z +d = 0, ou d est un réel.

A(0; -2; 1)EP) = -0-2+2x1+d = 0<d = 0.
Ainsi -x +y +2z = 0 est une équation cartésienne de (P).

2) Les points A(0 ; -2 ; 1), B(8; -1; -2)et C(-1; 1 ; -1) appartiennent au plan (P). On
vérifie facilement que ces points ne sont pas alignés, donc par axiome d’incidence, (P) est

le plan (ABC).
D(e? ; -e? ; 3e?))e(ABC) & -e% — e? + 3xe?2= 0 < e? = 0: absurde.
Les points A, B, C et D ne sont pas coplanaires.

3) BAC est la mesure de ’angle géométrique formé par les vecteurs AB et AC :
BAC = |(AB; AC)|.

. 3 . -1
AB| 1 |; AC| 3 |donc:
-3 -2

AB = ||4B|| = /32 + 12 + (—=3)2 = V19 et AC=||AC|| = /(1) + 3% + (-2)% = V14
Orﬁ.ﬁzxx’+yy’+zz’ =-34+34+6=6.
D'autre part, AB. AC = AB x AC X cos (BAC), doncona:6=AB X AC X cos (BAC).

Donc cos (BAC)=; et avec la calculatrice, BAC ~68,4° : affirmation vraie !

V19x+y/14
Exercice | -2 -1
1. On détermine les coordonnées des vecteurs AB et AC: AB| 1 |et AC|-2].
5 0

Ces vecteurs ont des coordonnées qui sont clairement non proportionnelles, donc
les vecteurs ne sont pas colinéaires, et donc les trois points A, B et C ne sont pas
alignés : ils déterminent bien un plan.

2. Comme le repére est orthonormal, en utilisant les coordonnées des vecteurs pré-
cédents, qui sont non nuls, on va calculer le produit scalaire des vecteurs AB et
AC:

AB-AC==-2x(=1)+1x(-2)+5x0=2+-2+0=0.

Les vecteurs ﬁ et E sont non nuls, mais leur produit scalaire I'est, donc les
droites (AB) et (AC) sont orthogonales, et donc le triangle ABC est bien rectangle
en A.

3. a. Calculons le produit scalaire de U avec AB et E. ces deux vecteurs formant
une base du plan (ABC).

o U-AB=2x(-2)+(-1)x1+1x5=-4—1+5=0;

o - AC=2x(-D+(-1)x(-2)+1x0=-2+2+0=0;
U estdonc orthogonal & deux vecteurs formant une base de (ABC), il est donc
orthogonal & (ABC).

Toute droite dirigée par u, etdonc A, est donc orthogonale a (ABC).



b. u estdoncunvecteur normal au plan (ABC), d’apres la question précédente.

Par propriété, on en déduit qu'une équation de (ABC) est de la forme :

2x—y+z+d=0 oudestunréel
A€ (ABC) < 2xp—ya+za+d=0
= 2x1-3+0+d=0
— —-1+d=0
— d=1
Une équation de (ABC) estdonc bien 2x—-y+z+1=0.

c. A contient D(-2; 2; 1) et est dirigée par u, donc, par propriété, une repré-

[x=-2+21
sentation paramétrique de A est : y=2-1 avecfeR
z2=1+t¢

4. Considérons M, le point de parametre t sur la droite A.
M; € (ABC) <= 2xp, —¥ym, +20m,+1=0
— 2(-2+20-2-0)+(1+0)+1=0
— —4+4i-24+t+14+1+1=0

— 6r—4=0
4 2

= ===
6 3

A n'a qu'un seul point sur (ABC) (c’est normal, comme elle est orthogonale au

. L2 .
plan, elle est sécante au plan), c’est le point de parameétre 3 dans la représenta-

2 2 2
tion, c’est-a-dire que c'est le point de coordonnées | -2 +2 x 3 2- 3 1+ 3) soit
( 2 45
333/

On reconnait les coordonnées du point H. H est donc I'intersection de A et (ABC),
c’est donc l'intersection du plan (ABC) avec la droite passant par D et orthogonale
a (ABC) : H est le projeté orthogonal de D sur (ABC).

5. a. Onestdansun repére orthonormé :
\/ 4 (-2 (2)
ouey 3o B - 6T B
3 3 3 3
_\/m \/_ V2i _Vix6 _2V6
V99T 3 3

2
On arrive bien a la distance annoncée: DH= \3/_
b. Pour le tétraedre ABCD, on va choisir comme base le triangle ABC, rectangle

en A, et la hauteur correspondante, est donc la distance de H au plan (ABC),
c'est-a-dire la distance DH.

Pour calculer B, l'aire de la base, on va utiliser comme base de ABC la lon-

gueur AB, et comme hauteur correspondante, la longueur AC (car ABC est

rectangle en A).

ABXAC  /(=2)2+412+52x/(=1)2+(=2)2+02 /30x 5
2 2 2

V150

5
_VI0_5 &
2 2

Donc: B=



1 1
Le volume du tétraédre estdonc: V = 3 xBxh= 3 X

10
Le volume du tétraédre est donc de ? = 3,33.

6. Par lecture de la représentation paramétrique de d, on peut dire que la droite d est

=2
dirigée par: u' | -3 |.
1

Comme le repére est orthonormé, ona: E W =2x(-2)+(-1)x-3+1x1
=—4+3+1=0

u' est orthogonal a u qui est lui-méme un vecteur normal a (ABC). On en déduit
que u’ est un vecteur du plan (ABC). Ainsi, la droite d est une droite parallele au
plan (ABC).

Remarque : bien que ¢a ne soit pas demandé ici, on peut préciser : d passe par
le point E de coordonnées (1;0;1). Ces coordonnées ne vérifiant pas I'équation de
(ABC), on en déduit que E n'appartient pas au plan, et donc que d est strictement
parallele a (ABC) (elle n’est pas incluse dans le plan).

Exercice ll

On considere le plan 2 d'équation cartésienne 3x—3y+2z—9 = 0 etle plan 2’ d’équation
cartésienne x —y—z+2=0.

3 1
2. a. Levecteur ny | -3 | est normal au plan &, le vecteur n, | —1 | est normal au
2 -1

—_ —

L. 3 2
plan 22" . Les vecteurs n; et n, ne sont pas colinéaires car 7 # R Donc les

plans 22 et 22’ ne sont ni paralléles ni confondus. IIs sont donc sécants. Leur
intersection est donc une droite (d).
b. ?1,_1’ . g =3+3-2=4#0donc les plans ne sont pas perpendiculaires.
(d) est la droite d'intersection des plans 2 et 22" dont les vecteurs normaux sont
3 1
respectivement v|-3]et ;; -1].
2 -1

Pour montrer que u dirige (d), il suffit de prouver que ce vecteur est contenu dans
chacun des plans 2 et 2/, soit U.v=0etu.v =0
Or . v=1x3+1x(-3)=0et u.v =1x1+1x(=1)=0.

Ainsi, (d) est bien dirigée par u.



3. Onremplace les coordonnées de M dans les deux équations de plans :

* 6-34+6-9=12-12=0donc M e Z?;
*2-1-3+2=4-4=0donc Me %',

La droite (d) passe donc par M et a pour vecteur directeur (d) : _u? donc

x=24+t
{y=1+t ,t€R
z=3

4. On cherche l'intersection de (ABC) et de (d). On résout le systéme :

x=2+t
y=1+t ). . ‘s .

4 3 . §'il admet une infinité de solutions alors (d) c (ABC).
Z =

—xt+y+4z-11=0

On remplace x, y et z dans la derniere équation :

-x+y+4z-11=0=>-2+0)+1+1t+4x3-11 =0 < 0=0. La derniere équa-
tion est vérifiée quelque soit la valeur de f. Donc ce systéme admet une infinité de
solutions. (d) < (ABC)

Donc la droite (d) appartient aux trois plans (ABC), 2 et 2?'. Reprenons les trois
-1 3 1

— —

vecteurs normaux des troisplans: n| 1 |, ny | -3 et nz | -1

4 2 -1

[ —

i et ny ne sont pas colinéaires, de méme pour u et ny. Le plan (ABC) n’est donc
confondu ni avec 2 ni avec 22'. Ces trois plans sont simplement sécants, d’inter-
sections (d).

On considére un cube ABCDEFGH de cité 1.
Exercice lll

N

i , , — 33—
Le point I est le milieu du segment [BD]. On définit le point L tel que IL = E[(i.

On se place dans le repére orthonormé (A : AB, AD, E]

11
1. a D[D:1:0),13(1:0:0].1[5;5‘.O)BIGEI;I;IJ

1 1
XL— X1 _(’L—i xL—E
b. « IL a pour coordonnées |y — y | = FL—% = _p[__é
ZL— 2 zZ.—0 F43
1 1
XG— X 1—5 3
* IG a pour coordonnées | y; -y [ = 1_% = %
Zn—o 1-0 1
1 _ 3,1 - 3,1 I
3 -3 = %3 o= 5+3 =3
I =21c 1 _ 3,1 _ 3.1 _ 1z
IL—E]LI: J!L—E_TXE — }JL_E+E — JJL_E
_ 3 _ 2 _ 3
[z =4 [ 2 =4 | 2 =%



LY X LY

2. Soit 22 le plan d’équation cartésienne x+ y—z—1=0.

* xp+yp—23—1=14+0-0-1=0donc Be 22.
* xp+Vp—2p—-1=0+1-0-1=0donc D€ 22.

* Xg+¥Vc—2c6—-1=1+1-1-1=0donc Ge 2.

Donc le plan (BDG) a pour équation cartésienne x+ y—z—1=0.
3. On considére la droite A perpendiculaire au plan (BDG) passant par L.

a. (BDG) a pour équation x+ y—z—1 =0, donc il a pour vecteur normal nl
-1

La droite A est perpendiculaire au plan (BDG) donc elle a le vecteur 7 comme
vecteur directeur. Donc la droite A est I'ensemble des points M (x ; y; z) tels
que LM =1n avect€R.

7 _ i
x—g = tx1 X =g+t
IM=tn <1 y-% = x1 &1 y=1+t outeR
3 _ — - 3_
z—E—IX[ 1) z =3t

13
b. Soit K le point de coordonnées (0 ;0 ?)

* Onregarde siles coordonnées de K vérifient la représentation paramétrique

_ 7
0 = g +r
de A, autrement dit on cherche s'il existe un réel t tel que; 0 = % +1
13 _ 3
T -1t
, 7 .
Leréel ¢t = “3 convient donc K € A.
0 0
» AE a pour coordonnées | 0 | et AK a pour coordonnées | 0 |.
1 1B
8

Donc les vecteurs AE et AK sont colinéaires donc K € (AE).

Les deux droites A et (AE) sont donc sécantes en K.
— 3 e
c. =+ IL= EIG donc Le (IG) donc L € (BDG).
» Ladroite A est perpendiculaire au plan (BDG) en L.

» KeA
Donc le point L est le projeté orthogonal du point K sur le plan (BDG).
13 7 3
4. a. Kapour coordonnées (0 ;05 ?) et L a pour coordonnées [— e E] Donc

) (? Jz (7 )2 [3 13]2 [7)2 (7)2 7)2 49 49 49 147
KL*=|==0] +[{==0] +|=-=—| =|=]| +[=]| +|—=| =—+—+—=—
8 8 4 8 8) \8 8) 64 64 64 64

V147 73

T
b. On admet que le triangle DBG est équilatéral, donc chaque angle mesure 3

Le point I est le milieu de [BD] donc I est aussi le pied de la hauteur issue de G
dans le triangle DBG.
IG

Dans le triangle GIB rectangleen I, on a: sin (Iﬁé) e



BG est la diagonale du carré BCGF de c6té 1, donc BG = v/2. De méme BD = /2.

IG 3 IG 6
On a donc sin(%] =E,donc§ =Eetdnnc IG=§.
BD xIG _ VIxYE MR V3

Laire du triangle BDG vaut : =
2 2 2 2

c. Le tétraédre KDBG a pour base le triangle BDG et pour hauteur KL, donc son

1 1 3 7v3 7
volume vaut : — = aire(BDG) « KL= — x — « = —
3 i 2 b 16
5. On désigne par a un réel appartenant a l'intervalle |0 ; +oo| et on note K; le point de
coordonnées (0; 0; a).

a. On exprime le volume ¥; de la pyramide ABCDEK,; en fonction de a.

* Labase de la pyramide est le carré ABCD d'aire 1.

* Le point K; a pour coordonnées (0; 0; a) donc il appartient a la droite (AE)
et donc AK,; est la hauteur de la pyramide ABCDE,;.

* De facon évidente, AK,; = a.

o1 i
Donc¥,=—=axl=—.
3 3
x= 1t
b. Onnote A, la droite de représentation paramétriques y = ou ' e R,
z=-t'+a

On appelle L; le point d'intersection de la droite A, avec le plan (BDG).
x =

. .. . F = I
Les coordonnées de L, vérifient le systéme i

|
=

x+y—z—-1=
a+1

Onadone '+t —[—t'"+a)—-1=0s0it3t'=a+1donc t' =

, a+l , o+l . a+l —a—1+3a 2a-1
r=ft=——;y=t=——etz=—t+a=- +a= = —
3 3 3 3 3
i ) a+l a+l1 2a-1
Done les coordonnées du point L; sont 3 : 3 ; 3 |

. On cherche le volume du tétraédre GDBE,;.
» (a+l V¥ fa+1 V¥ (2a-1 \®
» kal, = -0 + -0 + —
3 3 3

a+1\? fa+1y [—a-17" _ (a+1)* (a+1)*
= + 3 + 3 =3= =

3 9 3
D KL, a+1
Onc st = — — -
' V3
* Levolume du tétragdre GDBE,; est :
1 1 a+l 3 a+l
— =k, Ly =aire(GBD = — 2 — » — = —
3 3 W3 2 6
Le tétraédre GDBK, et la pyramide ABCDK,; sont de méme volume si et seule-
ca+l  a Ca+l  2a . .
ment 81 —— = —, 501t =—,soita+1=2a etdoncsi a= 1.
G 3 (i1 (i1



