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Exercice |

10
1. Diminuer de 10% c’est multiplier par 1 — To0 = 1-0,10=0,9.

On multiplie donc l'effectif de I'année n, u, par 0,9 puis on augmente cet effectif de
100 : on a donc

ur;+l = O.QHn + 100.

2, ¢ up=2000,d'o1 u; =0,9x2000+ 100 =1800+ 100 =1900;
e 147 =1900,d’ o1 u» = 0,9 x 1900+ 100 = 1710+ 100 = 1810.

3. Initialisation : 1000 < 1900 < 2000, soit 1000 < u; < uy : I'encadrement est vrai au
rang n = 0.
Heérédité : on suppose que pour n €N, 1000 < up4) < Up.

En multipliant chaque membre par 0,9, on obtient: 0,9 x 1000 < 0,9 x ;.1 < 0,9x% u,
puis en ajoutant 100 a chaque membre on obtient :

900+ 100 < 0,9up+1 + 100 < 0,9u, + 100, soit :

1000 < upyo < Upyq :l'encadrement est vrai au rang n + 1.

I'encadrement est vrai au rang 0 et s'il est vrai au rang r, il I'est encore aurang n+1:
d’apres le principe de récurrence pour tout entier naturel 7: 1000 < 1,1 < u,,.

4. Larécurrence précédente montre que :

— la suite (u,,) est décroissante (1,1 < u,);

— la suite (u;;) est minorée par 1000

La suite (u,) converge.
5. On considére la suite (v,) définie pour tout entier naturel n par v, = u,, — 1000.

a. Pour tout entier naturel n, v,4+1 = 41 —1000, soit v+ = 0,91, +100—1000, ou
encore v,,1 =0,9u, —900=10,9 (1, — 1000) et enfin :

Un+1 =0,9vy.

Cette égalité vraie pour tout naturel n montre que la suite (v,) rdt une suite géo-
métrique de raison 0,9.
b. On adonc vy = ug— g —1000=2000-1000 = 1000.
On sait que pour tout naturel n, v, = vyx q" (avec g =0,9), soit v, = 1000x0,9".
Orv, =u,—1000 < u, = v,+1000, soit i, = 1000x0,9"+1000 =1000(1+0,9").
c. Comme 0 < 0,9 < 1, on sait que nl_i.lllooﬂ,gu =0, donc ,l_i.m 1+0,9" =1 et par

1—+00
COI]SIBqUEI’lt :

Iim wu, =1000.
R—+00

Cela signifie qu'au bout de nombreuses années la population va se rapprocher
de 1 000 individus.
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La suite (u,) est définie sur N par 1 = 1 et pour tout n, 1,4 = Zuﬂ + Z” + 1.
3 1 3 7
1. Pourn=0,u;=u ==uUp+—x0+1==x1+1=—.

1 0+1 1 0 1 1 1

1 3 7 1 41
Pourn=1, w= == +=—x1+l==-x=+—+1=—.

4 4 16

2) La suite (u,) semble étre croissante.



3. a. SoitZ?,lapropriété: n< u, < n+l.
¢ Initialisation
Pourn=0, uy =1et0< 1< 1donc 2, est vraie.
* Hérédité

On suppose 2, vraie, c'est-a-dire : n < u,, < n+1 (hypothése de récurrence).

3 3 3
NS up<n+l anzun;{z[n+l}

3 1 3 1 3

1
— —rz+—n$—u,;+zn$§z(n+l]+zn

4
— ngéu,t+lngn+3
4 4 4
3 1 3 7

— n+1$zun+zn+lgn+1+l = N+1< Ups $n+1

doncn+1 < up+y < n+2.
On a démontré que la propriété était vraie au rang n + 1.

* Conclusion
La propriété est vraie au rang 0, et elle est héréditaire pour tout n = 0; d’aprés le
principe de récurrence, la propriélé est vraie pour toul 12 = 0.

On a donc démontré que, pour tout entier naturel n, ona: n < u, < n+1.
b. D’apres la question précédente :
e Pourtoutn, n< up<n+ldoncn+1<ups1 <n+2donce

N<Up<n+1< Uy < n+2donontire U, < Uy, Ce qui démontre que la suite
(1) est croissante.

* Pourtout nn, n < uy,;or lim n=+ocodonc, par comparaison, lim i, = +co.
A=+00

n=—4o00
ip n+1 | .
c. Pourtoutn,n<u,<n+ldoncpourtoutn>0,ona:1<—< c'est-a-dire :
n n
U 1
1< — <14+ —.
n 1
) 1 . 1
lim —=0donc lim 1+—=1
n—+oo i n—+oo n
. ]
Done, d’aprés le théoréme des gendarmes: lim — =1,
N=+00 N

4, On désigne par (v,) la suite définie sur N par v, = u, —n

a. Pour tout n, v, = u,, - n donc u, = v, + n.

( 1) 3 1 ) ) 3{ ) 3 3 3 3 3
I,-' = U - (n+ =—Up+—MN+1—nNn—-1=—Vp+NH)——MN=—Vp+—N——HNH=—V
n+1 n+1l 4 n 4 4 n 4 n n 4 4 4 n
I,Ju=uu—ﬂ=1

Donc la suite (v,) est géométrique de raison g = 1 et de premier terme vy = 1.

3 n
b. On en déduit que, pour tout n, v, = vy x g" = (Z) i

3 n
Commeun=yn+n,onaun=(z + n.



