Terminale Maths Groupe 2 Corrigé du DS 10 Mars 2023

Exercice |

Dans un repére orthonormeé (O Ly ] k] de l'espace, on considere les points

A(-3;1;3),B(2;2;3),C(1;7; -1),D(-4;6; -1)etK(-3; 14; 14).

5 5 -1
1. a. OnaAB|1]|,DC|1],etAD| 5
0 0 —4

b. D’apres la question précédente, AB = DC donc ABCD est un parallélogramme.
De plus le produit scalaire Kﬁ E =5x(-1)+1x5+0x(—4)=0.
Le parallélogramme ABCD ayant deux c6tés consécutifs perpendiculaires est un
rectangle.

c. OnaAB? =25+1=26, d'oll AB = v/26;
de méme AD? =1+25+ 16 = 42, d'ol1 AD = v/42.
L'aire du rectangle ABCD est égale a

ABxAD =v26x V42 =26 x42=v2x 13 x2x 21 =2v13 x 21 = 2+/273.

2. a. D’apres la question 1., les vecteurs AB et AD ne sont pas colinéaires, donc les
points A, B et D ne sont pas alignés : ils définissent donc bien un plan.
b. Soit le vecteur ?{(—2 : 10; 13).
n-AB=-10+10+0=0et n-AD =2+50-52 =0.
Conclusion : le vecteur 7, orthogonal a deux vecteurs non colinéaires du plan
(ABD), est normal a ce plan.

¢. Lerésultat précédent montre que le plan (ABD) a une équation de la forme
-2x+10y+13z=d,avecd € R.
Or par exemple B(2; 2; 3) € (ABD) donc
—2%x2+10%x2+13x3=d < -4+20+39=d < d =55.
Donc le plan (ABD) a pour équation —2x+ 10y + 13z = 55.

3. a. Si A est orthogonale au plan (ABD) elle a pour vecteur directeur le vecteur n.
Comme elle contient K, on a donc:

M(x,y;2€A <> KM=tn, teR.



x—(=3)

Avec KM | y—14 | ceci se traduit par le systéeme :
z—14

x+3 = -2t x = -2t-3

y-14 = 10t ,teR<=< y = 10t+14 ,teR

z—14 = 13t z = 13t+14

b. Silestle projeté orthogonal de K sur le plan (ABD), le point I est un point de A
comme c’est aussi un point de (ABD); ses coordonnées vérifient le systéme

X = =-2t-3
y = 107+14
z = 13t+14 PR
-2x+10y+13z = 55

En remplacant dans la derniére équation x, y et z par leurs expressions en fonc-

tion de t, on obtient :
=2(-2t—-3)+10(10¢t+14)+13(13¢t+14) =

<= 41+6+100t+ 140+ 1691+ 182 =55 <= 273t =-273 < t=-1.

Les premieres équations donnent alors
x=2-3=-1, y=-10+14=4etz=-13+14=1.
Le point I a donc pour coordonnées (-1 ; 4 ; 1).

¢. ABCD étant un rectangle le point D appartient au plan (ABD). Donc la hauteur

de la pyramide KABCD de base ABCD est [KI].

-13

2
KI (10] donne KI? = 4+ 100 + 169 = 273 et enfin KI = /273.

><273 2x3x91

1
4, OnaV=§><.sz¢{ABCD}><KI —><2\/27 x V273 =
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Partie B

x =3
» ladroite 2’ dont une représentation paramétriqueest:{ y = 3+t ,t€R.
z =3+t
. 0
1. a. Ladroite 2’ a pour vecteur directeur #' de coordonnées | 1
1
1\ __ (0
b. Les vecteurs u |2 | et ' | 1| ne sont pas colinéaires, donc les droites 2 et 2' ne
0 1

sont pas paralleéles.

c. La droite 2 est I'ensemble des points M(x;y;z) tels que AM et u soient coli-

xX-2=1
néaires, c'est-a-dire AM = . u avec € R, soit : y—4 =2t ,l€R
z—0 = 0t
% = 2%
La droite 2 a pour représentation paramétrique{ y = 4+2¢t ,te€R
z=0

On admet dans la suite de cet exercice qu'il existe une unique droite A perpendiculaire aux
droites 2 et 2'. Cette droite A coupe chacune des droites 2 et 2'. On appellera M le point
d’intersection de A et 2, et M’ le point d'intersection de A et 2.

On se propose de déterminer la distance MM’ appelée « distance entre les droites 2 et 2’ ».

2

2. Soitle vecteurT)’ -1}.
1

x1+(=1)x2+1x0=0donc v L u.

U =2
o =2x 04 (=Tjx T41x1=0donc v 1.

Le vecteur v est donc orthogonal aux deux vecteurs directeurs de 2 et 2, donc c’est
un vecteur directeur de leur perpendiculaire commune A.

3. Onnote 2 le plan contenant les droites & et A, c’est-a-dire le plan passant par le point
A et de vecteurs directeurs u et v.
2
a. Soitle vecteur 1 | —1}.
—5

e n-uU=2x1+(-1)x2+(-5)x0=0donc 1 L u.
n- =

»=2x2+(=1)x(-1)+(-5)x1=0donc n L v.

Le vecteur n est donc orthogonal a deux vecteurs directeurs du plan 22, donc le
vecteur n est un vecteur normal au plan 2.

b. Le plan 22 est le plan ayant 1 comme vecteur normal et passant par A, donc c’est
'ensemble des points P(x; y; z) tels que AP L n.



x—2
AP a pour coordonnées | y—4
z

AP LN < AP 1 < (x=2)x2+(y—4) x (=1) +zx (=5) =0
— 2x—-4-y+4-5z2=0 <= 2x—y—-5z=0
Donc une équation du plan 22 est: 2x—y -5z =0.

c. Onrappelle que M’ est le point d’intersection des droites A et 2'.

Le plan 2 contient la droite A et M’ est un point de la droite A; donc M’ est un
point du plan 22. M’ appartienta 2’ et a 2 donc M’ est le point d’intersection de
la droite 2’ et du plan 22.

x =3
£ - . =3+t
Les coordonnées (x; y; z) de M’ vérifient donc le systeme ‘Z = 34+

2x—y—-5z =0
2x—y-5z=0devient2x3—(3+1)-5(3+1) =0s0it6-3—-1—-15-5f =0 ou encore
—12 =6t ce quidonne { =-2.
x=3,y=3+t=3-2=1letz=3+1t=1
Les coordonnées du point M’ sont donc (3; 1; 1).

a. La droite A a pour vecteur directeur v et passe par le point M’, donc elle a pour

x = 3+21
représentation paramétrique:{ y=1-t t'eR.
z=1+1
b. Le point M est le point d’intersection de 2 et de A donc ses coordonnées (x;y ; z)
[ %= 2%
y = 4+2t
sont solutions du systeme : < - ;
x = 3+2t
y=1-t
| z = 1+¢
2+¢ = 3+2¢ =
Onadonc{ 4+2t = 1-t ouencore{ o
: -1=t¢
0=1+t¢
X =2+t ¥=1
Yy = 4+2t donc{ y =2
z=0 z=0

Donc le point M a pour coordonnées (1; 2; 0).

c. MM'= \/(XM' = xm)? + (ymr — ym)? + (2w — 2m)?
=vV3B-12+(1-22+0-02=vVa+1+1=V6




X = 5t
5. On considere la droite d de représentation paramétrique{ y = 2+5¢ avecteR.

z = 1+t
a. On cherche l'intersection de la droite d et du plan 22, et pour cela on résout le
X = 5t
systéme : y =245t
z= 1+t
2x—y-5z = 0

Onadonc2x (5t)—(2+5t)—5(1+1¢) =0so0it 10t —2—-5t—-5-5t=00ulr=7.
Le systéeme n’a pas de solution donc la droite d est strictement parallele a £2.

Autre solution a la question 5.a :

5 2
w <5> dirige la droite det 71 [—1) est un vecteur normal au plan 22.
1 -5

Win=5%x2+5%x(-1)+1x(=5)=10—10 = 0 donc w et 1 sont orthogonaux, et par suite d est
paralléle & & On peut vérifier que le point Q(0 ;2 ; 1) qui appartient & d n’appartient pas a 9 car

2x0—2—-5x1 =-Tet -7=0, donc d est strictement paralléle 3 &

b. On note ¢ la distance d'un point N de la droite d au plan 22 .
On veut exprimer le volume V du tétraedre ANMM’ en fonction de .

1 . . .
V= 3% B x h o1 B désigne 'aire d'une base et & la hauteur relative a cette base.

Les points A, M et M’ appartiennent au plan 22 donc le triangle AMM’ forme une
base du tétraedre dont la hauteur est la distance du point N au plan 22, c’est-a-
dire ¢.

La droite A est la perpendiculaire commune a 2 et 2’ donc 2 est perpendiculaire
aA.

A appartient a 2, M est le point d'intersection de 2 et de A, M’ appartient a A,
et les droites & et A sont perpendiculaires. On peut en déduire que le triangle
AMM’ est rectangle en M.

AM = |/ (em — x)2 + (ym1 — ya)? + (21 — 2)?
=V(1-22+@2-4)2+(0-02=V5

. . 1 V5xv6 V30
Laire de la base, c’est-a-dire AMM' vaut > x AM x MM’ = 5 = >
1 30 7+/30
Le volume du tétraédre vaut donc 5 X > x ¥ = T

c. N; et N, sont deux points quelconques de la droite d.

La droite d est strictement paralléle au plan 22 donc les distances de N; et N» au
plan 22 sont égales.

Les bases des tétraédres AN MM’ et AN,MM’ sont identiques (le triangle AMM).
Donc les tétraédres AN; MM’ et AN, MM’ ont le méme volume.



