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Exercice |

&/ festlafonction définie sur R par f(x) = 2e ¥ 2,
Ainsi, pour tout réel x, f'(x) = —14e~ %,

Donc, pour tout réel x,

fl(x)+7f(x)+14 = —14e ¥ + 727" —2) +14 = 0.

Ainsi f est solution sur R de lI'équation différentielle

Y +7y+14=0.

&/ a) Pour tout réel x, g(x) = c avec c € R, donc
g'(x) = 0. g est solution de (E) si, et seulement si,

g’ = —3g + 4, cest-a-dire 0 = —3c + 4 soit c = %

b) fest solution de (E) si, et seulement si, f' = —3f + 4.
Or g’ = —3g + 4. Ainsi, fest solution de (E) si, et seu-
lement s, fl—g' =—-3(f — g c'est-a-dire
(f —g) = —3(f — g). Autrement dit, f est solution de
(E) si, et seulement si, f — g est solution de I'équa-
tion différentielle y/ = —3y.

c) f est solution de (E) si, et seulement si, pour tout
réel x, f(x)— g(x) = ke >* ou k est un nombre réel,

4
C'est-a-dire f(x) = ke >* + 3



Les solutions sur R de l'équation différentielle
y =-3y+4 sont  donc les  fonctions

X ke_3x+% définies sur R ou k est un nombre
réel.
d) f est solution sur R de l'équation différentielle

¥ = —3y+ 4 doncil existe un nombre réel k tel que
f(x) = ke—31+%.

4 4
Or f(—1)= 0, ainsi ke’ +§ = 0 soit k = —ge_3.

Donc la solution sur R de l'équation différentielle
¥ = —3y+4 quivérifie f(—1) =0 est la fonction f
définie sur R par

4 _3

4 4
fX) =——e e — = ——e 3374
3 3 3 3

&) Les solutions sur R de I'équation différentielle
: -5 .
¥ =7y—5 sont les fonctions x s ke’* — - soit

5 .. . . ,
x— ke'* + ; définies sur R ou k est un nombre réel.

f est solution sur R de Iéquation différentielle
y =7y—5 donc il existe un nombre réel k tel que

5
f(x) = ke’* + =,
7
5
Or f(—2)=-3, ainsi ke ' 4 - — —3  soit
k = —Ee14
7

Donc la solution sur R de l'équation différentielle
¥ =7y—5 qui vérifie f(—2) = —3 est la fonction f
définie sur R par

F(x) = —Ee”e”q—i _ _Ee14+}'x+i_
7 7 7 Vi



10  est solution sur R de Iéquation différentielle
—2y +11y=4 donc, pour tout réel x
—2f'(x) + 11f(x) = 4. Donc —2f'(—1) +11f(—1) = 4.
Or f'(—=1) =1, ainsi —2+11(-1) =4

6
soit f(—1) = —.
(==

Les solutions sur R de I'équation différentielle

—2y +11y = 4 soit ¥/ =g}f—2 sont les fonctions
1 1
Sxo_2 x4

X+— ke? BETY soit x '+ ke?2 +ﬁ définies sur R

2
ou k est un nombre réel.

f est solution sur R de l'équation différentielle

—2y + 11y = 4 donc il existe un nombre réel k tel
Ny 4
que f(x) = ke? +ﬁ'
1 1
Or f(—1)=£, ainsi ke ? —}—i:E soit k — 2e2.
11 11 11 11
Donc la solution sur R de l'équation différentielle

—2y + 11y = 4 qui vérifie f'(—1) =1 est la fonction
o 2 Thox 4
f définie sur R par f(x) = ﬁe S0 -



Exercice Il

411 a) La fonction f est dérivable et pour tout réel x,
f'( x) = 2e2*sin(x) + e** cos(x)

soit f'(x) = e?*(2sin(x) + cos(x)).

La fonction f’' est dérivable et pour tout réel x,
f"(x) = 2e**(2sin(x) + cos(x) ) + e**(2cos(x) — sin(x))
soit f"(x) = e**(3sin(x) + 4cos(x)).

b) Pour tout réel x f(x)=af'(x)+ bf"(x) est
équivalent a, pour tout réel X,
e?*sin(x) = e?*((2a 4 3b)sin(x) + (a + 4b)cos( x)).
Ce qui est équivalent a, pour tout réel x,
e**sin(x) = e**((2a + 3b)sin(x) + (a + 4b)cos(x)).

Ainsi, par identification, on a le systéme d'équations
2a+3b = 14,

suivant :
a+4b = 0(:‘?‘2)

(£, —2¢(,) donne —5b =1 dou b = _% at a:%

On en déduit que, pour tout réel x,
4 1
f(x) = —f'(x) — =f"(x).
()= 20— 1"
c) Une primitive sur R de f est donc définie par
F(x) = %f(x) - %f’(.r}. Clest-a-dire, pour tout réel x,

F(x) = ge“sin(x) - %ezx@sin(x) + cos(x)).
. x| 2 . 1
Ainsi, F(x) = e Esm(x) — Ems(x} :
L'ensemble des primitives sur R de la fonction f
est donc constitué des fonctions
X eh{%sin(x) — %cos(x)] + C définies sur R ou C
est une constante réelle.
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Exercice IV
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Exercice V

{E10 (1) fest une fonction dérivable et non nulle sur R.
Pour tous réels xet y, f(x 4+ v) = f(x) x f(»).
(2) Pour tout réel x, f(x) = f(x) x f(0).
(3) f n'est pas la fonction nulle donc il existe un réel ¢
tel que f(c)= 0. En appliquant (2) pour x=c¢, Il
vient f(0) = o) _ 1.
f(c)
(4)+ g(y) =f(x + y) donc g'(y) =1xF(x + y)
* 9(v) = f(x) x f(y) donc g'(y) = f(x) x f'(y)
(5) D'aprés (4), pour tous réels x et
f'(x +y)=f(x)xf'(y) donc, en particulier, pour
y=0, f' =Ffxf'(0).
(6) D'aprés (5), f est solution de lI'équation différen-
tielle y/ = ay avec a = f'(0).
(7) Ainsi, pour tout réel x, il existe un réel k tel que
f(x) = ke™.
Or f(0) =1, ainsi ke® =1 soit k =1.
Dong, pour tout réel x, f(x) = e™,

Exercice VI
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Exercice VII

415 1, est solution sur R de (E,) donc il existe une
constante réelle k, telle que pour tout réel x
f,(x) = ke**.
f, est solution sur R de (E,) donc il existe une
constante réelle k, telle que pour tout réel x
f,(x) = ke
D'aprés le graphique, f(0)4f',(0)=1, ainsi
ki+k, =1.
De plus, la droite d admet pour coefficient directeur 3,
donc f,(0)+ f, (0) = 3, ainsi 2k, + k, = 3.
On en déduit le systéme d'équations suivant :

ki+k, = 1(¢y)

2k +k = 3(L)
(€, — £,) donne k; =2 etdonc k, = —1.
On en déduit que, pour tout réel x, f(x) = 2e** —e”,

Exercice VIl

1. a. v =1 (x0) x + flxo) — x0.f (x0).

Dans 1’équation précédente, x = 0 équivaut a v = f(xo) — xo f "(x0).

2. a. f vérifie la condition posée si et seulement si f{xo) — yw= £, ce qui équivaut a

) PR koo Cp e e : ,_k
xo f (x0) =k, soit a f*(xo) = — . si1 et seulement si1 f vérifie I’équation y* =—.
Xp . X
b. Les fonctions solutions sont de la forme x — & In(x) + C, o C est un réel.

Pour k= % . la fonction f'telle que /(1) = 0 a pour expression f(x) = % In(x).



