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« La mathématique universelle est une logique de I'imagination. » Gottfried Leibniz

| Chapitre IX Primitives et équations différentielles

I — Primitives

Définition
Soit fune fonction définie sur un intervalle I de R.
1)
On appelle primitive de f sur I, toute fonction F' définie sur I telle que: < et
2)

Exemple : Déterminer une primitive de chacune des fonctions suivantes définies sur R par:

Exercice 1l
F est la fonction définie sur R par : F(x) = (2x —5)e™™.

Vérifier que F est une primitive de la fonction f définie sur R par : fx) = (=2x + 7)e™*

Propriéte

Soit fune fonction définie sur un intervalle I de R, et #'une primitive de fsur I.

G(X) = ceeeeenennn, , ou k est un réel quelconque.

L’ensemble des primitives de f'sur I est I’ensemble des fonctions définies sur I, de la forme:

Remarque : on retiendra donc que les primitives d’'une méme fonction donnée ne différent que d’une

Preuve : Soit F'une primitive de f'sur I.

G:l->R
Notons : Af) I'ensemble de toutes les primitives de fsur /et Q =

Montrons que Af) = Q.

x— G(x)=F(x)+kou keR

Rappel : Soient A et B deux ensembles. Dire que 4 = B équivauta: A Bet B — A.

Montrons déja que Q <= P(f) -

Soit G €Q) : il existe un réel k tel que VX e I, G(x) = F(x) + k.

G est dérivable sur I car F l'est et k est une constante.

vxe I,G' (x) = F'(x) + 0 = f(x) car Fest une primitive de fsur I et donc F’'= f!

Par suite G est bien une primitive de fsur I, donc G € P(f) : on a donc établi que Q < P(f).




Réciproquement - montrons que P(f) < Q :
Soit H € P(f) : Hest donc dérivable sur I, et Vx e I, H'(x) = f(«x).
Or Fest une primitive de fsur I, donc Fest dérivable sur I et Vx e I, F'(x) = f(x).

Par suite, la fonction ' — H définie sur I est dérivable sur 1 et :

vxel, (F —H) '(x) = F'(x) - H(x) =f(x) — f(x) = 0.

Par suite ' — H est constante sur l'intervalle I : il existe donc un réel k tel que pour tout x appartenant
al, on ait : F(x)— H(x) = k, et donc, F(x) = H(x) + k.

Donc H e Q, et par suite on a établi que Pf) = Q.

Ainsi par double inclusion, on a établi que Pf) = Q.

Propriété

Soit fune fonction admettant des primitives sur I.
Pour tout réel xo €1 et pour tout réel yy, il existe une unique primitive G de fsur I telle que G(x¢) = yo.

Preuve :

Soit I une primitive de fsur I.

Soit G la fonction définie sur I par: VX € I, G(x) = F(x) + kou k€ R (G est une primitive de fsur I).
Soitxpe TetyyeR.

G(xo) = Yo = F(xo) +k = Yo <k :yo—F(xo).

Donc la fonction G définie sur I par : G(x) = F(x) + yo — F(x0) est I'unique primitive de f telle que G(x9) = yo.

Remarque : cette propriété, vous 'utilisez souvent en Physique, avec la donnée d’une condition
initiale !

Exercice 2

Démontrer que la fonction F'définie sur |0 ; +oof par F(x) = xln(x) — x est une primitive de la fonction
logarithme népérien, puis déterminer la primitive G de la fonction In telle que : G(1) = 2.

Voici une compilation d’exercices sous forme de QCM tombés récemment au baccalauréat.
Exercice 3

Cet exercice est un questionnaire a choix multiple.

Pour chaque question, une seule des quatre réponses proposées est exacte. Le candidat indiquera sur sa
copie le numéro de la question et la réponse choisie.

Aucune justification n'est demandée.

Une réponse fausse, une réponse multiple ou l'absence de réponse a une question ne rapporte ni n'enléve
de point.




1.

La fonction x — In(x) admet pour primitive sur ]0; +oof la fonction :

1 1
a. x—In(x) b. x— — c. x—xIn(x)-x d. x— n(x)
X X

2.

Si H est une primitive d’'une fonction h définie et continue sur R, et si k est la fonction
définie sur R par k(x) = h(2x), alors, une primitive K de k est définie sur R par :

a. K(x)=H((2x) b. K(x) =2H(2x) c. K(x)= %H(Zx} d. K(x)=2H(x)

3.

Parmi les primitives de la fonction f définie sur R par f(x) = 3% +2:

a. toutes sont croissantes sur R; b. toutes sont décroissantes sur R;

c. certaines sont croissantes sur R etd’autres d. toutes sont croissantes sur | —oo ; 0] et
décroissantes sur R; décroissantes sur [0 ; +ool.

4. On considere la fonction f définie sur R par :

fx) = x3e ¥

Si F est une primitive de f sur R,

1 1
a. F(x)= 5 (x*+1) e ¥ b. F(x) = ——x%e*

c. F(x) = —% (2+1)e ™ d. F(x) = x%(3-2x2)e
5.

On considere la fonction f définie sur R par f(x) = e?**!,

La seule primitive F sur R de la fonction f telle que F(0) = 1 est la fonction :

a. x— 2e2t1 _2e 41 b. x— 2e2*+1 _¢
1 1 2
c. xr——>§e2x+1——e+l d. x— et *x

6.

Soit f la fonction définie sur ]0; +ool par f(x) = x%Inx.
Une primitive F de f sur ]0; +oo[ est définie par:

a. P(.vc]z%,\c3 (lnx—%]; b. F[x}z%f’(]nx—l]:

c. F(x)= 5xz; d. F(x)= %xz(lnx—lj.



Comment calculer des primitives de fonctions ?

Par lecture en sens inverse du tableau donnant les fonctions dérivées, on obtient le tableau suivant qui
permet de trouver les primitives des fonctions de référence.

Ce tableau est a connaitre par cceur sans la moindre hésitation :
VVVIVVVVIVIIVVIVIVIIVIIVIVVIIVIVIVIIVIIVIIVIVIVIIVIVIVIVIVIVIVVIVIVIVIVVIVIVIVVVIVVVIVVVVVVVIVIVIVVY

Primitives des fonctions de référence

fest définie par f(x) = Les primitives de f'sur I sont Sur l'intervalle I =
définies par F(x) =
f(x) = a, ol acR F(x) =
f(x) = x F(x) =
f(x) =x" ,neZ-{-1} F(x) =
_1 F(x) =
f(x) = <

_ 1 F(x) =

f(x) = 2
_ 1 F(x) =

f(x) = —

() x
f(x) = e F(x) =
f(x) =e ™ olac R F(x) =
f(x) = sin(x) F(x) =
f(x) = cos(x) F(x) =
f(x) = sin(ax+b) F(x) =
f(x)= cos(ax+b) F(x) =

VVVVVVIVVIVIIVIVIVVIVIVIVIVIVIVIVIVIIVIVIVIVIVIVIVIVIVIVIVIVIVIIVIVIIVIVIVIIVIVIVIVIVIVIVIVIVIVIVIVIVIVIVYY

Propriéteé (tres utilisée en pratique)

Soit f et g deux fonctions définies sur un méme intervalle I de R, admettant respectivement les fonctions F et G
comme primitives sur I.

Alors : (1) La fonction ....... est une primitive de f + g sur I.
(2) Pour tout réel a, la fonction ..... est une primitive de ...... sur I.

Preuve :

On sait donc, a présent, déterminer des primitives de toute combinaison linéaire des fonctions de
référence.



Exercice 4

En utilisant le résultat de 1'exercice 2 page 2, déterminer une primitive de la fonction logarithme
décimal (log).

Remarque importante

En régle générale, il n'y a pas de relation permettant de trouver des primitives un produit ou un
quotient.

primitive de g, tout comme une primitive de L n'est pas une primitive de f'divisée par une primitive
g

deg 6 &

Contre-exemples :

Pour le produit :

Pour le quotient :

Remarque XXL

Dans les exercices, on peut, si on n'est pas siir de sa réponse, controler cette derniére : si on vous
demande de trouver une primitive F d'une fonction f donnée par l'énoncé, en dérivant le candidat
obtenu F, vous devez obtenir la fonction f donnée par l'énoncé !!!

Exercice 5 (tout en délicatesse)

Déterminer une primitive de chacune des fonctions suivantes sur le plus grand intervalle possible que
I'on précisera :

b, 3 -1 . :
fle)=2x* ;  gx)=x"+ —x+3 5 h(x) =—a3 +54% -dx + 1 ; Il(x) =4de? + 3+
> * 4x

m(x) = % - % +e5% ; n(x) = 3cos(x) + sin(dx) ; p(x) = -3(2x +er) ; g(x) = % + 2024.

Exercice 6

Un objet est laché de 20 métres de hauteur dans le vide, sans vitesse initiale.
Son accélération est constante et égale a 9,81 N.m=.

a) Déterminer la vitesse instantanée de cet objet a un instant ¢ avant qu'il ne rencontre le sol.
b) Déterminer la loi horaire de 1'objet.
¢) Quelle sera la durée de chute de cet objet (arrondir a 0,1 seconde pres).




Primitives de fonctions composées

Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I de R.

VVVVVVVIVIVIVIIVIVIVIVVIVIVIVIVIVIVIVVIVIVIVIVIIVIVIIVIIVIIVIVIIVIVIVIVIVIVIVVIVVIVVIVVIVVIVIVVIVIVIVIIVY

fest définie par £ = Les primitives de fsur I sont Condition sur u
définies par F

w’u" ou neN*

ul

u2

1

[

c

ey

=

c|=

u’e

u' cos(u)

u' sin(u)

VYVVVVVVVIVIVIVIVIVIVVVIVIVIVIVIVVIVIVIVIVIVIIVIVIIVIIVIIVIVIIVIVIVIVIVIVIVVIVVIVVIVVIVIVIVIYIVIVIVIVIIVY
Exercice 7

Trouver la bonne réponse pour chacune des deux questions suivantes :

1.
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = xe*’.

La primitive F de f sur R qui vérifie F(0) = 1 est définie par:

X% 1 .
. Fx)=—¢"; b. F(x)=—e"
a (x) 2e (x) 2e
o 1 . 1
c. F(x)=(1+2x%)e"; d.Hﬂ=5e¥+§
2.

On considere la fonction f définie sur]—1; 1[ par

x
1—x?

fx)=

Une primitive de la fonction f estla fonction g définie sur l'intervalle | —1; 1| par:

1 , 1+ x?
d. g(x)=—51n(1—xz] b. g(x]=m
x? x* ,
c. g(x]:—f’ d. g[sz?ln[l—xz)



Exercice 8 (C'est reparti pour un moment de délicatesse).

Déterminer une primitive de chacune des fonctions suivantes, sans se préoccuper de l'intervalle sur
lequel elle y est définie :

flx) = 2x(x"+ 1)3 5 g(x) = 4x 5 h(x) = 2xe 5 i(x) = ie% 5 jx) = >
x2+1 X2 2x +1
, : 2x 1 1
k(x) = sin(x) + 3cos(2x) 5 l(x) =ex—2€% ; m(x)=ex+1+ JREN i S (x+1) "
) In(x) " 1 " 2X+3 " e
nx) = —— 5 px)= sqx) = T ; r(x) = -
X T IX2+3x+1 e +1
3x—5

s(x) = 5 oux >-5.
On commencera par établir que pour tout réel x >-5: s(x) =a + %5 ou a et b sont deux réels que l'on
X

déterminera.

1(x)= x3( %3+1) ; PBlx) = evsin(e”) 5 Ax) = xPcos(x3)

D'autres techniques de calcul de primitive existent et seront vues dans le chapitre calcul intégral, mais
il faut bien étre conscient, qu’arriver a déterminer des primitives d'une fonction donnée est un luxe, et
que bien souvent, on ne sait pas exprimer a I’aide des fonctions usuelles des primitives de fonctions
simples, comme par-exemple : f{x) = e~".

Calculer des primitives devient vite addictif. En calculer une centaine, en guise de loisir, permet, entre
autres, de devenir rapide. Il y en a plein dans votre livre. Au travail !

Exercice 9

fest une fonction continue sur R, et Fune primitive de f. On suppose que F ne s'annule pas sur R.

Déterminer une primitive de la fonction g définie sur R par : g(x) =f(-x) + f(3x+1) + ‘lé((_xg .
X

Exercice 10

fest la fonction défi-
nie sur [— 2; 5] par la courbe
tracée dans ce repére.
Déterminer le sens de varia-
tion d'une primitive de fsur
lintervalle [— 2; 5].




Exercice 11

f est une fonction

définie sur l'intervalle
[—3:4].
Les points A(—1;0),
B(1;4)etC(3;0)appar-
tiennent a la courbe
représentative de f
donnée ci-contre.

Parmi les deux courbes suivantes, laquelle est la repré-
sentation graphique d’une primitive de la fonction f?

A | A

Y

L 4

II — Equations différentielles

A— Généralités

Définition

Une équation différentielle est une équation faisant intervenir une fonction f dérivable ainsi que sa
dérivée (ou ses dérivées successives).

Remarque : le terme différentiel indique la présence de dérivées.

Exemples

Voici quelques équations différentielles :
f(x) +2f(x) =0 i S+ fle)=5 3 f (%) +2f (%) — flx) = e
ou encore : f'(x) = 4f(x) ; f'(x) = -2f(x) + «x.
En regle générale, en mathématiques, on note y la fonction inconnue, sans faire figurer la variable «.
Ainsi, ’équation différentielle : f '(x) + 2f(x) =0 s’écrira aussi:y’ + 2y =0.

Ecrire avec la nouvelle notation la seconde équation différentielle citée plus haut :



Remarque

df (x
En physique, on noterait plutot au lieu de f (x) + 2f(x) = 0 : (x)

+2f(x)=0.

2
De méme, au lieu de : y" + 5y’ +2y =0, on noterait : a7 (x) +5 af () +2f(x)=0.
dx? dx
2f
signifiant £ '(x) et W signifiant f "(x).

Notons qu'historiquement, on notait ainst la dérivée.

Le terme

En mécanique, la dérivée d'une fonction fest encore notée : f ,la dérivée seconde de fest notée : f

En classe de terminale, on va s’intéresser a deux types d’équations différentielles seulement :

e [’équation différentielle : y' = ay ou a est un réel donné.
e [’équation différentielle : y' = ay + b, ou a et b sont deux réels donnés.

Ces équations sont appelées équations différentielles linéaires du premier ordre a coefficients
constants.

Définition

Résoudre une équation différentielle sur un intervalle I, c’est déterminer toutes les fonctions
dérivables sur I qui vérifient I’équation différentielle de départ.

Par exemple, résoudre sur R ’équation différentielle : y' = 2y, c’est trouver toutes les fonctions f
dérivables sur R, telles que pour tout réel x, on ait: f ' (x) = 2f(x).

Attention, quand on vous demande de résoudre une équation différentielle, on ne vous demande pas de
trouver une valeur de x, mais une fonction f!!!

Exemple
a) Résoudre sur ]0 : +oo[ I'équation différentielle : y' =—+—
24/x

b) Résoudre sur R : y' = «.

¢) Vérifier que la fonction fdéfinie sur R par : f{x) = e est solution de I'équation différentielle :
y'+ 2xy = 0.

d) Vérifier également que la fonction g définie sur R par : g(x) =cos(x) + sin(x) est solution de :
y'+y = 2cos(x).
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B — Résolution de I’équation différentielle y’ = ay, ou a est un réel donné.

Notons (E) I’équation différentielle : y'= ay.

Théoreme XL

Soit aeR. Les solutions de 1’équation (E) : y'

définies sur R par :

= ay sont exactement les fonctions f

f(x) = ... .. ou est un réel quelconque.

Concrétement, les solutions de (E) sont les “multiples réels ”de la fonction: x— ....

Preuve :

Notons S(» ’ensemble des solutions de (£).

R—oR
Soit Q = , .
X— k™ ou kelR

On doit établir que S(»n = Q.

On procede par double inclusion :

Exercice 12

a) Résoudre ’équation différentielle suivante: y'=2y.

bl) Résoudre I’équation différentielle : 2y'+3y = 0.

b2) Déterminer la fonction f solution de la précédente équation différentielle telle
que f(2) = 1.
¢) Déterminer la solution f définie sur R solution de 1'équation différentielle :

1
y’ + Zy = Oetf(3):—1.

Pour pouvoir appliquer le théoréme XL, il faut que 1'équation différentielle
soit écrite sous la forme : y' = ay (on dit qu'elle est écrite sous forme résolue).

Sion a une équation différentielle de la forme : ay’ + by = 0, ot a est un réel non nul
et b est un réel quelconque, on commencera toujours par écrire l'équation
différentielle sous forme résolue : nécessité d'isoler y’ avant d'appliquer le théoréme
XL!

Le théoréme XL, nous permet-il de résoudre 1’équation différentielle x2y' + 3y =0 ?
Pourquoi ?
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Exercice 13

€I fest Ia fonction définie sur R par f

Déterminer I'équation différentielle de |3
dont fest une solution sur R.

m Dans ce repere, |eg

Courbes repreésentent des ;
solutions d’équations diffé- 1 ,A.\%?
rentielles du type ¥ = gy, ’*4 . S
Associer chacune de ces T
courbes a I'équation diffé-
rentielle (E,) :y’ = 2y ou
(Es) 3t 0,5y =0. -

() =5a~%
fOrmey’ — ay

Propriéié

Soit (E) I’équation différentielle : y' = ay ol a est un réel.
Soit x¢ et y9 deux réels donnés.

Il existe une UNIQUE solution de (E) notée f, telle que f(x0) = yo.

Remarque : la relation : f{xy) = ys est appelée la condition initiale.

Preuve :

Interprétation graphique de la propriété :
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C — Résolution de I’équation différentielle v’ = ay + b ou a et b sont deux réels donnés avec a#0.

Définition

L'équation différentielle (E) : y'= ay + b (ou encore y' — ay = b) est appelée une équation différentielle

linéaire du premier ordre avec second membre.

Théoreme XXL : soit a et b deux réels avee a # 0.

Soit (E) I’équation différentielle :  y° = ay+b.

Les solutions de (E) sont les fonctions f définies sur R par : f(x ) = veeeeeeees.. OU kR,

Exemple : Résoudre sur R 1’équation différentielle : y' =3y + 4.

Remarque : en pratique, pour résoudre y' = ay + b, si vous oubliez la forme générale des solutions, ce qui
est tout a fait normal, résolvez d’abord y' = ay, puis cherchez une fonction constante solution de
y' = ay + b, appelée solution particuliere de 1'équation différentielle.

L’ensemble des solutions de y’ = ay + b est la somme des fonctions solutions de y’' = ay et de la fonction
constante trouvée.

On vous expliquera ¢ca en mathématiques supérieures, c’est la notion d’espaces affines et d’espace
vectoriels...

En terminale, vous serez guidés, en particulier dans la recherche d'une solution particuliere !

Exercice 14

Résoudre sur R I’équation différentielle : y' + 2y = 1.

Exercice 15 On place une tasse de thé bouillante qansoune piece ou
- la température est constante et égalea20°C. Selqn !a loi
de refroidissement de Newton, la vitesse dg refrmd:sse-
ment de la tasse est proportionnelle ala dlfferencg de
la température de la tasse et la température de lz: piéce.
On note T(r) la température (en °C) de la tasse a l'instant
t (exprimé en minute). - ‘
On suppose que T(0)= 100 et, d'aprés la loi de
Newton, il existe une constante réelle k telle que
T'(t) = k(T (1) - 20). . ' |
1. Résoudre I'équation différentielle ¥’ = k(y—20) et
en déduire I'expression de T(r) en fonction de k. ]
2. Au bout de 14 minutes, la température du the est
égale a 40 °C.
- ~In(2)
a. Démontrer que k = Tt
b. Au bout de combien de temps la température du
thé devient-elle inférieure a 25 by OF ¢
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Exercice 16
Soit (E) 1'équation différentielle : 2y’ + 3y = 6« +1.
a) Déterminer I'unique fonction affine g solution de (E) sur R.

b) Soit fune fonction dérivable sur R. Démontrer que f est solution de (E) sur R si et seulement si :
f—g est solution de (£”) ou (£") est 1'équation différentielle : 2y’ + 3y = 0.

¢) En déduire 1'ensemble des solutions de (E) sur R.

d) Déterminer 1'unique solution de (E) sur R telle que : f(4) =11.

Exercice 17

Modéle de Malithus

L'économiste anglais Thomas Malthus (1766-1844) constate qu’on peut
modéliser I'évolution d’une population en supposant que la vitesse
d'accroissement de la population est proportionnelle a cette population.
Si la fonction fassocie, a I'instant 7 exprimé en mois, la population, elle
vérifie I'équation différentielle (E,) y' = ky, ol k est le coefficient de
proportionnalité. ;

a. Résoudre (E,), puis déterminer la fonction f pour une population de
10 lapins introduite dans une ile, sachant que cette population double au -
bout de trois mois. On arrondira les coefficients a 10-2.

b. Représenter fdans le plan.

Modéle de Verhulst

Le modéle de Malthus n’est pas réaliste : a long terme, I'espace restreint ou la quantité de
nourriture disponible freinent I'accroissement de la population.

Le modele de Verhulst est basé sur I'hypothése que la vitesse d'accroissement est proportionnelle,
d’une part a la population g (7), et d’autre part a la capacité d'accueil encore disponible M - g (1),
ol M est une constante représentant |'effectif maximal qui peut apparaitre au sein de cette
population.

Si on suppose que l'ile ne peut contenir plus de 1 000 lapins, la fonction g (en milliers de lapins)
vérifie alors I'équation logistique (E,) y' = ay(1 - y), ol a = 0,05. :

a. On pose z= % Montrer que I'équation (E,) équivaut a z' + az=a. (E,)

b. Résoudre I'équation différentielle (E;), et montrer que g (1) =W.

c. Etudier g sur [0; +oo[ et représenter g dans le plan : on obtient la courbe logistique.

Exercice 18 (DM)

Une équation différentielle a variables séparables
Un probléme géométrique : « Existe-t-il une fonction £non nulle telle que, en tout point de sa
courbe représentative 6, la pente de la tangente soit égale au carré de I'ordonnée de ce point ? »
a. Montrer que, si fexiste, alors f est solution de I'équation différentielle y'=y? (7).

b. De quelle fonction lz est-elle la dérivée sur un intervalle | ol y ne s'annule pas ? En déduire
5

que l'équation (1) équivaut surla:y= x——+1C' ou C est un réel. Préciser l'intervalle I.

c. Conclure. Donner la fonction f telle que £(0) = 1 et la représenter dans le plan.

d. Application : existe-t-il une fonction telle que, en tout point de sa courbe représentative 6,
la pente de la tangente soit égale a I'inverse de I'ordonnée de ce point ?
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Exercice 19

Résoudre ’équation différentielle : Li’ + Ri = E (L, R et E sont des constantes physiques strictement
positives) et sachant qu’a I'instant + = 0, I'intensité i est nulle

Exercice 20

Evolution d'une population de pandas
Un laboratoire de recherche étudie I'évolution d'une popu-
lation de pandas roux qui semble en voie de disparition.
En 2020, une étude est effectuée sur un échantillon de cette
population dont I'effectif initial est 1 000.
Cet échantillon évolue et son effectif, exprimé en milliers
d'individus, est approché par une fonction f du temps ¢
(exprimé en années a partir de l'origine 2020).

D’aprés le modéle d’évolution choisi, la fonction fest déri-
vable, strictement positive sur [0 ; +¢[, et satisfait I'équation
1. Démontrer I'équivalence suivante : une fonction f, déri-
vable, strictement positive sur [0 ; +o0[, vérifie, pour tout

t de [0; 4o, f'(2) = —21—0 F@ (3 = In(f(9))) si et seule-
ment si la fonction g = In(f) vérifie, pour tout 7 de [0 ; +22[,
ool Sl

2. Résoudre I'équation différentielle (H) :
1 3

20°= 20
3. En déduire I'expression de la fonction f.
4. Au bout de combien d’années, selon ce modeéle, la taille

de I'échantillon sera-t-elle inférieure a 20 individus ?

L=



15

IIT — Des exercices de type bac plus anciens (2000-2010).

Exercice I

Soit I’équation différentielle notée (E) : y’ + 3y = -3

a) Montrer que la fonction u définie sur R par : u(x) = xe3xest une solution de (E).
b) Résoudre I’équation différentielle (E,) : y’ + 3y = 0.

¢) Démontrer qu’une fonction v définie sur R est solution de (E ) si et seulement si la fonction v — u est
solution de (Ey).

d) En déduire ’ensemble des solutions de (E ).

Exercice Il

Une étude s’intéresse au nombre de foyers possédant un écran plat a partir de ’an 2005.

S0it #(x) le nombre, exprimé en millions, de tels foyers I'année x.
On pose x=0en 2005, g(0) = 1 et g est une solution, qui ne s'annule pas sur [0; +ool,
de I'équation différentielle

1
(Bl v = =—y(10—y].
J 20 J J

“

- . . . 1
1. On considére une fonction y qui ne s'annule pas sur [0; +ool eton pose z = —.
. y

a. Montrer que y est solution de (E) si et seulement si z est solution de
I'équation différentielle :

E1) @ g =——=z4+—

b. Résoudre I'équation (Ep) et en déduire les solutions de I'équation (E).

P - 10
2. Montrer que g est définie sur [0 +oo| par g(x) =

96 E¥ +1

3. Frudier les variations de gsur [0 +ool.

4. Calculer la limite de g en +oo el interpréter le résultat.

5. En quelle année le nombre de foyers possédant un tel équipement dépassera-
t-il 5 millions?
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IV — Quelques problemes issus de la Physique faisant intervenir des équations différentielles

Exemple 1

—

Un circuit comprend un générateur de force électromotrice E, un

dipole (R, C) (association en série d’un condensateur de capacité C i

et d’un conducteur ohmique de résistance R) et un interrupteur.

A tout instant t = 0, en secondes : ETC)

e on note i (t) I'intensité en amperes dans le circuit ; A

e |a charge g (t) du condensateur et la tension u (t) a ses bornes IC
B

sont liées par la relation g (t) = Cu (t) ;

e la tension aux bornes du générateur est égale a la somme des

tensions aux bornes du générateur et de la résistance : u (t) + Rilb=E;

o la charge du condensateur et l'intensité du courant produit lors de la fermeture de

I'interrupteur sont liées par la relation i(t) = %gt—(t) = i« (L)

1. Expression de q (t)
a) Expliquer pourquoi la charge g du condensateur est telle que Rq” + lC g = E.
b) Résoudre cette équation différentielle.

¢) On suppose que le condensateur est sans charge initiale, c’est-a-dire que :
g (0) = 0. Exprimer ¢ (t) en fonction de t.

2. Interprétation de la constante de temps

a) Déterminer la charge finale Q du condensateur, i s’agit de la limite de la fonction
g en + oo.

b) On note ©=RC. A quel pourcentage, arrondi a I'unité, de sa charge maximale Q
le condensateur est-il chargé aprés une durée de charge égale a t? égalea 5 t?

3. Etude de la fonction ¢

@ est la courbe représentant g dans un repere orthogonal d’origine O (unités
graphiques : 1 cm pour 50 s en abscisses et 1 cm pour 1 C en ordonnées).

a) Dresser le tableau de variation de la fonction g.

b) Vérifier que la droite (OT) ou T est le point de coordonnées (t ; Q) est tangente a
% en O.




17

Exemple 2

Jn chariot de masse 200 kg se déplace a partir
© = origine O sur une voie rectiligne et horizontale.
=st la distance, en metre, qui le sépare de l'origine
== “onction du temps t, en seconde (t = 0).

-

_ zprés les lois de Newton, la fonction x vérifie
200x" + 25x" = 50 ou x” est la dérivée de la fonction
cerivée x/ par rapport au temps t.

1. Déterminer x(0).

2. v(t) est la vitesse du chariot a 'instant t et vérifie

v(t) = x'(t).
a) Démontrer que x vérifie 200x” + 25x" = 50 si, et seule-
ment si, la fonction v vérifie v/ = — 0,125v + 0,25.

b) Résoudre sur [0 ; + ool 'équation différentielle :
)/ = — 0,125y + 0,25.
¢) La vitesse initiale du chariot est supposée nulle, ainsi
o) = 0.
Déterminer alors la vitesse v(t) pour tout réel t.

d) Etudier la limite de v en + oo et interpréter le résultat.
3. a) Démontrer alors que la fonction x est définie sur

l'intervalle [0 ; + oo par:

x(t) =2t — 16 + 16e™ 1%,
b) Quelle est la distance, en m, parcourue par le chariot
au bout de 30 secondes ? Arrondir au dixiéme.

Complément : exercice 131 page 397 (équation différentielle du second ordre a coefficients constants).



