Chapitre 7/ Lafonction exponentiells s

Voun allons digagar les propriétés principales de 'une des fonctions les plas utilisées en scienc, s

fonction exponentielle

Rappal : Si fest dérivable sur R, alors la fonction g définie sur R par:g(x) = f(ax+b) est dérivable sur
R, et g'(x) = S )LQB {oax &h\

Ne pas oublier de dériver le contenu de la parenthése. ...
L= Introduction
On considére le probléme suivant :

Existe-t-il une fonction f dérivable sur R telle que pour tout réel , on ait : {jf((ox))_zlf(x) °

On admettra dans ce chapitre qu’il existe une seule fonction vérifiant ces deux relations.
Cette fonction est appelée fonction exponentielle, et provisoirement notée exp. (exp. est une abréviation
du mot exponentielle).

Ainsi on a : la fonction exp est dérivable sur R, avec : exp(0) = 1 et pour tout réel x,
exp' (x)=exp(x).

Nous allons dégager des propriétés algébriques importantes de cette fonction exponentielle,

Lemme’
Soit fune fonction dérivable sur R, telle que pour tout réel x, on ait : {;((());):f(x) ;

Alors f ne s’annule pas sur R. c&A : PO LA , Je) =+ 0. X

Preuve : Cest typiquement le genre de preuve qu'il faut avoir vu au moins une fois, cela ne s’invente =
pas...

On 13&%:1\\\. »aan IR M%gnﬁmL\c SR = 3
ENORAE TCLN N i S ,

A Vosds s 9y, On va_sebviA gus R e K amonals gmx_mm_&w

A Soms o C AR T U\ R N W%X&%&LM&M_—

_cornpoxd. da Sendionn  dinvadde s W e——

Boleulonn  g/Ceey =

,_qEL}.L),.=,%Lar_3_x4_¥L:&\_;_JL_\a\_L_N(x\, owse () = )

M) = R

o (3 = Q=) ‘ P —

f\v’Qx\: ‘.)\xQ" 12 Vi

I

Dene q! (Y= () N;(x\: ol o (x|

'
== = —_—






Pour les curiewx, voici la justification de l'unicité de la fonction exponentielle :

o Unicité de la fonction exponentielle.

On suppose que deux fonctions f et g vérifient les conditions :

f=f" et f(0)=1
g =getg(0)=1

On pose h = f définie sur R car ¢ ne s’annule pas.

La fonction h est dérivable sur R par quotient de fonctions dérivables :

[ / .
wof8-t8 _f3-J2_,

2
La fonction h est donc constante et h(x) = )—; E«g—; = if
Onadonc: Vx € R, m=1 < f(x) = g(x).

8(x)
On en déduit que f = g. La fonction exponentielle est unique.

xercice 1

Calculer la dérivée de chacune des fonctions fet g définies sur R par :
f(x) = dexp(x) + x* ;  g(x) = (2x+1)exp(x) .
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3
, Pm;:riétésalgbriquas de la fonction axpommﬁe"e (les relations suivantes sont a savoi, lE‘ s,
: : LAAAA AL/
X ""V"""'V'Vv""""V"""'V"" """"
; = x axp (-
< 0) Pour tous réels x et y, exp(x +y) = xp () 3 .\)h\
(: 1) Pour tout réel x, exp(-x) = = - (
> N Q.x?(x\ )
2) Pour tous réels x et y, exp(x -y)= o
’ P . |
() ,

> 3) Pour tout entier relatif n et tout réel x, exp(nx) =
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X La fonction exponentielle est & valeurs strictement positives, c'est-a-dire que pour tout réel x,
exp(x) > 0.
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:«Corollaire= La fonction exponentielle est strictement croissante sur R. :
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Nouvelle notation : A présent le nombre exp(1) (image de 1 par la fonction exponentielle) sera noté plus
simplement e. (Notation due au mathématicien suisse Euler, vers 1730).

On a avec cette convention, lexp(1) = e
Or, pour tout entier relatif n, exp(nx1) = (exp(1))" = e

On étend cette notation a tout réel x, et on notera alors, pour tout réel x,

Une question naturelle est de savoir combien vaut le réel e.

Gréce 3 une calculatrice, ona: e~ ,3)%...... en tapant la séquence : 2**] 1
& 207 od
Justifions cette valeur approchée dee: e

1) Soit fla fonction définie sur R par: f(x) = ex—x- 1.

a) Calculer f'(x). En déduire que si x>0, alors f'(x)20, et que si x <0, alors f'(x) <0.
b) En déduire le sens de variation de fsur R.

¢) En déduire que pour tout réel z,on a: f(x) 20 puis que : I+x< e

2) Déduire de 1c) que pour tout entier naturel n non nulon a: (l +;) <e

1 , u
Par le méme procédé, en donnant 4 x la valeur - -, on démontre que : e< (l —;} s

l n l -n
Ainsi, pour tout entier naturel n nonnul,ona: (l+;) Ses(l—;)

a) En donnant 4 » la valeur 1000, démontrer que : 2,71< e < 2,72.
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| &
b= gt g C="=5n D - E= fe)
e
l:i'('v("‘i [ ¢
Sz
A - L v
AN AR xe “ B S
- LE AR} - A hASL-x 3¢ 43
D e x S “ra - -
A A "Qa W) —2ses
= = S LS Z%L \.
=
&,'Nl Y <%
Q= - >y
o>
= /\Ql\ = ._3&
o~ L= = Ix x
- % -4 L8 % 4
e e e e oy St e S L il sl ! e ('
< (% o
[ - ("f. R (t.x - «.‘l\}"
3 z \ 2 /
t—Maton Jadonue S omodiia: AL-RE S (AsRYA=R)
{ a2 - x -
G- (v o s 13 \/‘_x‘(x ll-t-ag\
{ 2 v J A 3 s )
| = > =
G e xx{&‘\&l_,‘_x varx
3 \\»‘ﬁ—-—-._
2
|
4 Gz o™ 207 x -x
i e —d T xR - g™ sex) -
2 CAESES,




_mm’\w\f."‘\.trfz “-4}\'{”” 68 ¢

-."” gnt







:
Wit hed




)

Ax *A (' 44) »
15 + A A (o) B O e r s -
s ey T AT ~ 3
<t 4 A
“
.
" an g \ b X Ay adx $A:0 .l
G A v A A SN
A= 2 PxAxR = L8 .
L— < of
-4 (9, dons OB 94 xdhL ==
A - - i
(e™ s2) (X -A)=O ) et =0 onle® -Azg
g <2 SAN a- A
pan A noh’ [ P
o Mo S N G % 120
Qs 104
e ¥E A sed =N 1 AN - (-1 AR | Lx 3
= & &) = PV W h it b 13
S
x ¥S AR
=y & = % (= 2 = Detl=A A L
3 > e O 0 T V0 e (5 BRE ASE T 0 R

X =05 ap noting SviAsNKL , done

S e e
r, yo— e r

"

- =l =
Sx F = G

= o
xz"—'{ e O

Done =gy,

e® -A ras)

x

et = i

x -
s B S 3 e S |

‘S: ] e\

Qt

SAE. PO X \.t\ﬁ’x.g









12280001 ¢
1
g3t

syt VNSO

e

5 W S

33 ) L~
'







AERRRRARRERRRRNRENERNRER

Soit « une fonction dérivable sur un intervalle I inclus dans R, et fla fonction définie sur I
par: f(x) = e )
Alors fest dérivable sur I, et pour tout réelxeona: vW¥Y f'(x) = ns‘mv.m vvev

Conformément & votre programme, en premiére, on ne croisera que les d‘rtvéea desﬂonchm
suivantes :

Soient a et b des réels quelconques.

Exercice6
Calculer les dérivées des fonctions suivantes, en précisant sur quel intervalle on se place:
S o) i(x)m et 3xmx1

e b)g(x) =257 o) glx)=3e d)h(x)=

o 0= IG

(x)=Nme™ "”‘F%sﬁ
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Soit k un réel stricteme;

nt positif, et £, la fonetion définie sur R par: fi(k)
sur R par Dgk(t) = ek,

= ek et g, la fonction définie

Etudier le sens de Variation de f; et &xsurR et dresser Jeyr tableau de variation.
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On s'intéresse dans cet exercice a I'évolu\tio.n du taux

d‘alcool dans le sang d’un individu apres |ngestiop

d'une boisson alcoolisée. Ce taux estdonnéeng-L".

Une étude sur un jeune homme de 64 kg ayantingéré
une dose de 33 g d'alcool a permis d’établir que le 2.
taux d‘alcool dans son sang, en fonction dutemps zen
heure, est donné par la fonction fdéfinie sur l'intervalle
[0,025 ; +=[ par :

fln) =2t~ 0,05)e™. (

La représentation graphique de cette fonction dans ur
repére orthonormé est fournie ci-dessous.

Ay
T T T >

T T
/

ol,

1. Avec la précision permise par le graphique, détermi-
ner combien de temps aprés l'ingestion le taux d‘alcoc
passe au-dessous du seuil de 0,25 g-L.
2. Un taux d‘alcool dans le sang inférieur a 0,001 g-L°
est considéré comme négligeable.
A partir de combien de temps le taux d‘alcool dans
le sang du jeune homme est-il négligeable ? On peut
utiliser une calculatrice. , £
3.0n désigne par f"la fonction dérivée de la fonction -
Démontrer que, pour tout réel x de l'intervalls
[0,025;+%[,ona:
£ =(2,05-2ne™.
4. Etudier le signe de /(1) sur l'intervalle [0,025 ; ++[ et F
en déduire la valeur exacte puis une valeur approches £
au centieme du taux maximum d‘alcool dans le sang
de ce jeune homme. i
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Exercice 11
Un publicitaire envisage la pose d'un panneau rec-
tangulaire sous une partie de rampe d'e skate-board.
Le profil de cette rampe est model|§e parll.a courbe
représentative de la fonction fdéfinie sur I'intervalle

[0;10] par :

_/(\) = 4e—0,4| \

o 1«©

On areprésenté ci-dessus, dans un repére orthonormé
d‘origine O, la courbe 6, modélisant la rampe de
skate-board et le rectangle ABCD représentant le
panneau publicitaire. Le point A est situé en O origine
du repere, les points B et D appartiennent respecti- =
vement a I'axe des abscisses et a I'axe des ordonnées, -
le point C appartient a la courbe 6.

1. Montrer que si AB = 2 m, alors le panneau publici-
taire a une aire d’environ 3,6 m>.

2. Parmi tous les panneaux possibles répondant aux E
contraintes de I'énoncé, déterminer, au cm preés, les
dimensions de celui qui posséde l'aire la plus grande

possible.
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On considére la courbe représentative de la fonction
exponentielle définie pour tout réel x par f(x) = e*. On
note cette courbe (

Soit a un réel. On consndere le point A appartenant a
¢,d ‘abscisse a.

On note 7 la tangente a la courbe € ,en A, B l'inter-
section de T avec |'axe des abscisses et H le projeté
orthogonal de A sur I'axe des abscisses.

1. Montrer que I'équation réduite de T est:
y=e'x+e‘(1~a)

2. Déterminer l'abscisse du point B.

3. Montrer que la distance BH est indépendante de a.

Quelle est sa valeur ?
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On appelle fonction cosinus hyperbolique, la fonction notée ch définie sur R par :
ef+e”

ch(x) = - 2
1) Caleuler la dérivée de la fonction ch, puis étudier le sens de variation de la fonction ch sur R. g

2) Montrer que ch est paire sur R et interpréter graphiquement ce résultat.

3) Application

£n 1947, le Jefferson National Expension Memorial langa \ e
un grand concours d‘architectes dont le but était la
construction d’'un monument a Saint-Louis (Missouri,
USA) symbolisant la porte de l'ouest et représentatif du
¢ siecle. Sur les 172 projets présenteés, cestla grande
arche présentée par Eero Saarinen qui fut sélectionnée.
La construction de l'arche s‘acheva en 1965. Elle fait
190 m de haut et autant de large a sa base.

1.0n admet que I'équation de I'arche de Saint-Louis
dans le repére orthonormé dorigine le centre du
segment joignant les deux pieds de l'arche est de la
forme : : - :

- \38
e 6,admet pour axe de symétrie

&sl
s valeurs approchées ‘au centiéme
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Usee sutreprias oangilo dea fitee dans un tunris] de congélation avant de les conditionner en sachet:
chets.

La ten‘xpémture . degx:é Celsius, des frites aprés leur entrée dans le tunnel de congélation, est
modélisée, t heures aprés leur entrée dans le tunnel de congélation, par la fonction f, déﬁni; e

Pintervalle [0 ; 5] par: f(r) = 35¢7™"% _3()

Le cahier des charges impose que la température de conservation des frites soit
-24°C.

inférieure ou égale &

a) Quelle est la température des frites a I'entrée du tunnel de congélation ?

b) Rappeler la relation qui permet de dériver les fonctions de type: h(x) = €% o a est un réel fixé

puis étudier le sens de variation de fsur l'intervalle [0 ; 5].

¢) Si les frites sont laissées une heure et demie dans le tunnel de congélation, la température des frites
sera-t-elle conforme au cahier des charges ? Justifier.
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