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« Les mathématiques ne sont pas une moindre immensité que la mer. »  Victor Hugo 

Chapitre VI                           Continuité et théorème des valeurs intermédiaires 

I – Continuité d’une fonction 

 
A – Généralités sur la continuité 

f a

Définition f a  lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎).

f a lim
ℎ→0

𝑓(𝑎 + ℎ) = 𝑓(𝑎).

f est continue en a f admet une limite finie en a égale à f(a). 

f est continue sur I signifie que f est continue en tout réel a appartenant à I. 

 

Illustration graphique de la notion de continuité 

 

f 

 
f f 

 
f f 

Remarque : le terme continuité n’a pas été choisi de façon anodine, il signifie qu’il n’y a pas de « coupure » dans le 

graphe de f. 

Post bac, f est continue en a se quantifie en :  
 

Exercice 1 
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Propriété (admise) 

• 

• xx →   
x

x
1

→   

• 

• f g k

kf  + g , fg , f n n  
𝑓 

𝑔

• f → a  g → f(a)∈ g f

a

 
Exemple 

f f(x) {
𝑥2 + 1 𝑠𝑖 𝑥 < 1
𝑥2 + 𝑎 𝑠𝑖 𝑥 ≥ 1

a f 



Théorème (être dérivable implique être continue)  

 

Soit f une fonction définie sur un intervalle I de , et a un réel appartenant à I. 

 

1) Si f est dérivable en a, alors f est continue en a. 

 

2) La réciproque est fausse ! 

Preuve : 1) Pour h non nul :  f(a+h) = f(a) +  
f(a+h)−f(a)

h
 h permet de conclure instantanément ! 

En effet : 

 

a

 

 

 

Remarque 
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Complément 

u f

x u(x)

u f g = f u

x

g'(x) = (f  u)'(x) = u’(x) f ’ (u(x)).  
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II – Le théorème des valeurs intermédiaires et ses innombrables conséquences 

 

 

 
 

 

  Théorème des valeurs intermédiaires (noté T.V.I.)  

Soit f une fonction définie sur un intervalle I de , et a et b deux réels appartenant à I avec a < b. 

 

Si f est continue sur [a ; b], alors, pour tout réel k compris entre les réels f(a) et f(b), il existe au moins un réel c 

compris entre a et b tel que f(c) = k. 

 
Illustration 

 

Mnémo  On retiendra que si f est définie et continue sur [a ; b], alors f prend AU MOINS une fois toute 

valeur intermédiaire k comprise entre f(a) et f(b).  

 

Remarque : L’équation f(x) = k où k est compris entre f(a) et f(b) admet au moins une solution sur l'intervalle                

[a ; b]. On ne sait pas lequel des deux réels f(a) et f(b) est le plus grand, donc lorsqu’on dit compris entre f(a) et f(b), 

ne pas croire que f(a)<f(b) !  

Le T.V.I va donc permettre de « prévoir » l’existence de solution(s) pour une équation donnée, sur un intervalle. 

 
Application 1 

Soit f  la fonction définie sur  par f(x) = x3 + x + 1. Monter que l’équation f(x) = 0 admet au moins une solution 

sur [-2 ; 2].  
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Application 2 

Montrer que l'équation : 𝑒3𝑥+1= x+4 a au moins une solution sur [-5 ; 0]. 



Application 3 (principe de Bolzano, important) 

f a ; b f(a) > 0 et f(b) < 0. 

f a ; b



 
Corollaire du T.V.I : (capital, c’est de lui dont on se servira fréquemment en terminale). 

Soit f une fonction définie sur un intervalle I de , et a et b deux réels appartenant à I avec a < b. 

 

Si f est continue sur [a ; b], et si f est strictement monotone sur [a ; b] (c'est-à-dire f est strictement 

croissante sur [a ; b] ou f est strictement décroissante sur [a ; b]), alors, pour tout réel k compris entre 

f(a) et f(b), l’équation f(x) = k admet une unique solution sur [a ; b]. 

 

 
Preuve :  

 

Illustration 
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Remarques importantes 

Trois conditions sont nécessaires pour pouvoir appliquer ce corollaire du T.V.I :  

1) ………………………………………………………………………………………………………………………… 

2) …………………………………………………………………………………………………………………………. 

3) ………………………………………………………………………………………………………………………….

Le corollaire du  T.V.I. s’applique aussi sur un intervalle de la forme : [a ; b[ ; ]a ; b[ ; ]a ; b] ; [a ; + [ ; ]a ; + [ ; 

]-  ; b[ ; ]-  ; b]. 

Si l’intervalle est ouvert en une borne a ou b est ouverte, alors on remplace l’image f(a) ou f(b) par la LIMITE de f 

en cette borne ; si une borne de l’intervalle est -  (ou + ), alors on considère la limite de f en -  (ou en + ). 

 





 

Exercice graphique 

a) f(x) = 2 sur ]0 ; 1]. 

b) f(x) =0 sur ]0 ; + [ 

c) f(x) =0,5 sur [1 ; e²]  puis sur ]0 ; + [. 

d) f(x) = -1 sur ]0 ; + [ 



 

Exercice 2 

f est définie sur [0 ; 2] par : f(x) = -x3 –x + 3. 

a) Démontrer que f est strictement décroissante sur [0 ; 2] et dresser son tableau de variation. 

b) En déduire que l'équation : f(x) = 0 admet une unique solution sur [0 ; 2]. 
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Exercice 3 

Soit f  la fonction définie sur  par : f(x) = ex + x – 2. 

 

a) Démontrer que f est strictement croissante sur . 

b) Déterminer les limites de f en +  et en -  et dresser son tableau de variation. 

c) Démontrer que l'équation : f(x) = 0 admet une unique solution dans  notée . 

d) Encadrer   à : l'unité près, puis au dixième près, puis à 10-2 près à l'aide de votre calculatrice. (Méthode des 

balayages successifs). 

e) Etudier le signe de f(x) sur . 

 

Bien retenir cette façon de faire pour déterminer le signe des valeurs prises par une fonction sur un intervalle. 



Exercice 4 

f f(x) = (x+1)𝑒𝑥 – 3. 

f(x) x.

 



Remarques : T.V.I et son corollaire permettent de montrer l’existence et /ou l’unicité de(s) solution(s) à 

une équation donnée, sur un intervalle donné, mais néanmoins, ces gros théorèmes ne permettent pas de 

savoir combien vaut chaque solution (valeur exacte). 

III- Continuité et suite récurrentes 

Propriété (admise) 

 

Soit f une fonction continue sur un intervalle I, et a un réel appartenant à I. 

Soit (un) une suite telle que pour tout entier naturel n, un  I. 

 

1) Si (un) converge vers a, alors la suite (f(un)) converge vers f(a). 

 

2) Soit (un) une suite telle que pour tout entier naturel n, un+1 = f(un), où f est continue sur I. 

 

Si (un) converge vers L I, alors L est solution de l'équation : ………………………… 

 

Schéma lim ( ) ( lim )n n
n n

f u f u
→+ →+

= f a a lim n
n

u
→+

Exercice 5 

Soit (un) la suite définie par : u0 = -5 et pour tout entier naturel n, un+1 = 
1

3
2

nu +  . 

1) Soit f la fonction définie sur [0 ; 2] par : f(x) = 
1

3
2

x +   . 

Etudier le sens de variation de f sur [0 ; 2] et dresser son tableau de variation. 

 

2) Démontrer que pour tout entier naturel n  1, on a : 0  un  un+1  2. 

3) En déduire que (un) converge, puis calculer sa limite. 



8 
 

Exercices de synthèse 

Exercice I 

Soit f la fonction définie sur  par : f(x) = x3 + 1,5x²  6x – 2. 

On note Cf la courbe représentative de f dans un repère orthogonal (O ; I ; J). 

Le but de l'exercice est de chercher s'il existe des tangentes à Cf passant par le point O. 

1) Soit a un nombre réel. Démontrer que la tangente Ta à Cf au point d'abscisse a de Cf passe par l'origine du 

repère si et seulement si  : f(a) – af '(a) = 0. 

2) Soit g la fonction définie sur  par : g(x) = f(x) – xf '(x). 

a) Exprimer g(x) en fonction de x. 

b) Déterminer les limites de g en +  et - . 

c) Etudier le sens de variation de g sur , et dresser son tableau de variation complet. 

d) Démontrer que la fonction g s'annule une fois et une seule sur . On note  cette valeur. 

e) Donner un encadrement de  à 10-2 près, puis la valeur approchée de  au dixième près. 

f) Déterminer le signe de la fonction g sur .     

 3) Résoudre alors le problème posé en début d'énoncé. 
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Exercice II 

Exercice III (métropole 2022) 

g est la fonction définie sur [0 ; + [ par :  
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IV – Algorithme de dichotomie 

D'après le corollaire du T.V.I :  

Si f(a) f(c)<0, alors  appartient à ]a ; c[. 

Si f(a) f(c) >0, alors  appartient à ]c ; b[. 

En itérant cette procédure, on arrive rapidement à encadrer  à la précision voulue. 

Application 

 

On considère l'équation : x3 + 5x + 7 = 0. 

 

On admet que cette équation a une unique solution sur [-2 ; -1] car la fonction f définie sur [-2 ; -1] par :                 

f(x) = x3 + 5x + 7 est continue, strictement croissante sur [-2 ; -1] et que 0 [f(-2) ; f(-1)] vu que f(-2) =-11 et        

f(-1) = 1. 
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Avec Python : avoir une valeur approchée à 𝟏𝟎−𝒏près de l'unique solution  de l'équation f(x)=0 : l'entier naturel 

n est choisi par l'utilisateur). 



Attention, avant de modifier ce programme et l'appliquer à une autre fonction f, il faudra toujours commencer 

par prouver que f est continue sur [a ; b], strictement monotone sur [a ; b] et telle que l'équation : f(x) = 0 admet 

une seule solution sur [a ; b] ! 

 

On peut facilement adapter ce programme pour encadrer l’unique solution sur un intervalle donné d’une équation 

de la forme : f(x) = k où k est un réel. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


