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Chapitre III                                             La dérivation 

I-Rappels sur les équations de droites

 f f(x) = 2x + 1.

a) f 

b)

Remarque

Propriété 

D,

y

m D

p D

Illustration 

 

 

 

 

 

 

 


Propriété clé (comment se calcule le coefficient directeur) 

D y=mx+p. 

A(xA ; yA) et B(xB ; yB) D

 m 

Exemple 

(AB) (CD)

A(5 ;2), B(-3 ; 1), C(  
1

2
 ;  

3

4
 ) et D(-1; 

1

2
 ). 



2 
 
Remarque m

p y = mx +p. 

Exercice 1 

 



Remarques fondamentales 

 
• Les droites parallèles à l'axe des abscisses (appelées droites horizontales) ont toutes 

pour coefficient directeur ….. 

• Les droites "ascendantes" ont toujours un coefficient directeur…………………………… 

• Les droites "descendantes" ont toujours un coefficient directeur…………………………… 

 

Exercice 2 

 
(AB), A B

AB



Exercice 3 

D 3x + 2y – 8 = 0. 

Propriété 

 

Deux droites parallèles ont le même coefficient directeur. 
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Exercice 4 

D' A D 

: y = -6x + 2022. 



Exercice 5 

f f(x) = x² +x +1. 

a) Cf 

b) h B Cf h

h AB

c) B Cf AB)



 
II – La notion de limite 

 

f f(x) = x² 

f  x

f(x) 

Notation 

• x x 

x

• f x

 

Exemple f f(x) = 2x + 3.

 
0

lim ( )
x

f x
→

 g g(x) = x²+6
0

lim ( )
x

g x
→
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III – Dérivation 

 
Définition f a h a + h

f a a + h, t(h)  

t(h) =  
f(a+h)−f(a)

a+h−a
 =  

f(a+h)−f(a)

h
 

A(a ; f(a)), M (a + h ; f(a + h))

f

f a a + h 

 

 

 
Illustration graphique 

 

 
 

 
t(h)

Exemple 

 
f f(x) = x² + x.

f h h

 

 

 

 

 

abscisses des 

images des 

différence

différence
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Définition 2  

 

 Une fonction f est dite dérivable en a I si le taux de variation t(h) de f entre a et a + h admet une limite 

finie lorsque h tend vers 0. 

f est dérivable en a I    il existe un réel l tel que :  
0

lim
h→

  
f(a h) f(a)

h
 = l . 

 

 

On adoptera la notation suivante : le réel    l =  
0

lim
h→

  
f(a h) f(a)

h
   est noté 𝑓′(𝑎) [lire f  prime de 

a],  on l’appelle le nombre dérivé de f  en a .  

 

Donc on a (à bien 

retenir) :                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                          

 

 f’(a)  :  = ……………………………… 

 

 

 

 
Méthode pour démontrer qu'une fonction est dérivable en un réel a  :   

 

 

Etape 1  :  …………………………………………………………………………………………..  

 

 

 

Etape 2  :……………………………………………………………………………………………  

 

 

 
Exemple 1  :  Soit f  la fonction définie sur  par :  f(x)  = x² .  

 

a)  Montrer que f  est dérivable en a  = 1, et déterminer la valeur de f  ’(1).  

 

b)  Essayer de général iser ce résultat en un réel a  quelconque.  

 



Exemple 2  :  Soit f  la fonction définie sur * par :   f(x) =  
1

x
 .  

Montrer que f est dérivable en a = 2, et calculer f ’(2). 

Généraliser ce résultat à un réel a quelconque non nul : démontrer que f est dérivable en a et donner l'expression de f '(a). 

 

 


 

 
 

 

 


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IV– Approche cinématique du nombre dérivé 

 

 

 
Quel constat fait-on concernant la vitesse moyenne de la balle entre les instants 0,5s et 0,5 + h s lorsque h 

tend vers 0 ? 
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V – Interprétation géométrique du nombre dérivé d’une fonction 

 
f a  Cf 

f h

A(a ; f(a)) Mh (a + h ; f(a + h)), Dh AM

 

Illustration :  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
h Mh A Dh  

Remarque   Cf.

f a f ’(a).

 

 
Définition 

f a

f a Cf A(a ; f(a)), A

f ’(a).

 
Illustration : 
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Exercice 6 

 
 


Exercice 7 

 
 


Exercice 8 

f est une fonction dérivable en chacun de ses points. La tangente en A à la courbe de f est tracée ci-dessous. 

 

a) Déterminer le nombre dérivé de f en 5. 

b) Déterminer les réels x en lesquels f '(x) =0. 

c) Quel est le signe de : f '(2) ?  Et celui de f '(-3) ? 
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

Propriété : (équation de la tangente à une courbe). 

 

Soit a un réel. 

 

Si f est dérivable en a, alors la courbe Cf représentant f admet une tangente en A(a ; f(a)) qui a pour 

équation réduite :  

 

                      y =                                                        

 

 

 A savoir par cœur, vous vous en servirez le jour du bac !  

 

Preuve : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

On retiendra bien que le coefficient directeur de cette tangente est f ’(a). 

 
Exercice 9 

f f(x) = x² + 2x. 

a) f a f '(1)

b) Déterminer l’équation réduite de la tangente T à Cf en le point A d’abscisse a = 1. 

c) Construire T dans le repère ci-contre : 
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VI – Opérations algébriques sur les fonctions dérivables 

A-Fonction dérivée 

 
Définition  

f 

f 

f ’, f.

f ’ 

x → f ’(x)
0

lim
h→

 
f(x+h)−f(x)

h
 

 

 

 

Fonction f Ensemble de 

définition de f 

Ensemble sur lequel f 

est dérivable 
Fonction dérivée f  

Fonction constante :   

f(x) = k, où k . 

   

Fonction affine :                 

f(x) = ax + b avec a et b 

réels. 

   

Fonction carrée :              

f(x) = x² 

   

Fonction puissance : 

f(x) = xn avec n  

   

Fonction inverse :             

f(x) =  
1

x
  

   

Fonction racine carrée :  

f(x) = x  

   

 

 

f(x) = x f '(x)

f(x) = x3 f '(x)

 
Quelques justifications sur les résultats du tableau des dérivées usuelles : 

 

Cas des fonctions affines : 
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Remarque : une fonction constante est une fonction affine particulière (avec a=0), donc la première ligne du tableau est 

justifiée. 

 

Exemple  

f g

f(x) = 12x + 1       g(x) = -x. 

 

Cas de la fonction carrée : vu à l'exemple 1 du paragraphe III ! 

 

 

 

Cas de la fonction inverse : 

 Soit a un réel non nul. Etablir que f est dérivable en a, et déterminer f ’(a) où f est définie sur * par : f(x) =  
1

x
 . 

 

f(x) = x   avec x 0. 

Soit h un réel strictement positif. Etudions la limite du taux d'accroissement 
(0 ) (0)f h f

h

+ −
  lorsque h tend vers 

0 (en restant strictement positif) : 

Or, ici, 
(0 ) (0)f h f

h

+ −
=

( ) (0) 0 1f h f h h h

h h h h h h

− −
= = = =


  

1

h
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Ce tableau devrait légitimement vous convaincre que lorsque h se rapproche de 0, la quantité  
1

h
 devient "de 

plus en plus grande",  et finit par être supérieure à n'importe quel réel arbitrairement fixé, bref que : 

 0
0

1

h
h

h→


= + . 

Concrètement, la sécante (OM) où O(0 ; 0) et M(h ; h ) tend à devenir verticale lorsque h se rapproche de 0 (et on 

rappelle qu'une droite verticale n'admet pas de coefficient directeur). 

Exercice 10 

a) Rappeler la dérivée de la fonction f définie sur  par : f(x) = x3. 

b) Déterminer s'il existe une tangente à la courbe représentative de la fonction f qui est parallèle à la droite D 

d'équation réduite : y = -x +5. 

c) Même question avec la droite  d'équation réduite : y = 12x +3. Préciser les coordonnées des points de contact 

entre la tangente et la courbe représentant f. 



B – Dérivation et opérations algébriques 

Définition de la somme de deux fonctions 

 

Soient u et v deux fonctions définies sur un même intervalle I. 

La somme des fonctions u et v est la fonction notée u + v, définie sur I par : ………………………….. 

 

Exemple 

 

Déterminer la somme des fonctions u et v définies sur  par : u(x) = x² et v(x) = 2x +3. 

 

 

La notion de somme de fonctions s'étend naturellement à plus de deux fonctions. 

 

Par exemple, la fonction f définie sur [0 ; + [ par : f(x) = x3 + x² +  x   est la somme de trois fonctions ! 

 

 

1) Dérivée de la somme de deux fonctions 

Si u et v sont dérivables sur I, alors la fonction u + v est dérivable sur I, et on a :  (u + v)’ =           . 

On admet cette relation. 

 

On retiendra donc que la dérivée d’une somme est égale à la somme des dérivées et que cette relation 

se généralise à plus de deux fonctions. 

Exemple 

f(x) = x² +5x    ;     g(x) = x3 + x – 3       ;       h(x) = x² – 3x +  
1

x
  où x 0.  
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Définition du produit d'une fonction par un réel 

Soit u une fonction définie sur un intervalle I et k un nombre réel. 

Le produit du réel k et de la fonction u est la fonction notée ku et définie sur I par : ……………………………………. 

Exemple 

Déterminer 2u puis -u où u est définie sur  par : u(x) = x² + 5x +2. 

 Dérivée du produit d'un réel par une fonction 

Si u est dérivable sur I, alors, pour tout réel k, la fonction ku est dérivable sur I, et on a :  

(ku)’ =       

 

Exemple 

Calculer la dérivée de chacune des fonctions suivantes : 

 
f(x) = 5x² 

 

g(x) = -  
1

3
 x3 

 

h(x) = 5x3 +4x² + 6x + 1  

La courbe représentative de la fonction h admet-elle des tangentes horizontales ? Justifier. 

 
 

i(x) = -3x² - 5x +11. 

 

j(x)=
2

x
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Définition du produit de deux fonctions 

 

Soient u et v deux fonctions définies sur un même intervalle I. 

Le produit des fonctions u et v est la fonction notée uv, définie sur I par : ………………………….. 

 

 
Exemple  

Déterminer uv lorsque u et v sont les fonctions définies sur  par : u(x) = 3x et v(x) = 5x – 1. 

3) Dérivée d’un produit de fonctions 

 

Si u et v sont dérivables sur I, alors la fonction uv est dérivable sur I, et on a :  (uv)’ =                    

 

 En particulier, lorsque u = v, on a :  (u² )’ =           .  

Démonstration donnée à titre indicatif 

Pour la seconde relation : preuve :  
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Attention : la dérivée d'un produit n'est pas le produit des dérivées  (erreur classique). 

Exercice 11 

a) Calculer la dérivée de la fonction f définie sur [1 ; + [ par : f(x) = (2x +1) x . 

b) Même question avec la fonction g définie sur  par : g(x) = (5x² – 7x + 1)² 

c) Même question avec la fonction h définie sur ]0 ; + [ par : h(x) = x3 x . 



Définition de l'inverse d'une fonction 

 

v

x v(x)

v  
1

v
 

Exemple v v(x) = x²+x+2

 
1

v
 

4) Dérivée de l’inverse d’une fonction  

 

  

'
1

v

 
= 

 
  .

 Preuve :  

 

 

 

 

Exercice 12 

1)  f est définie sur [1 ;+ [ par : f(x) =  
1

2x²+x
 . 

Calculer f'(x). 

2) Même question avec la fonction g définie sur * par : g(x) = 
3

1

x
  

3) Même question avec la fonction h définie sur ] 0 ; + [ par : h(x) =4x² + 3x +  
5

x²
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Définition du quotient de deux fonctions 

u

u 

Exemple :  u et v sont définies sur  par : u(x) =2x + 1 et v(x) = x² + 1. 

 

Déterminer l'expression de la fonction  
u

v
 . 

5) Dérivée d’un quotient de fonctions. 

u

 : 






 

u

v
   =                          

 

Preuve :  

 

 
Exercice 13 

f f(x) =  
3x+1

x+4
 

f 

f ’(x).

) g est définie sur  par : g(x) =  
-3x²+5x+1

x²+x+3
 . Calculer la dérivée de g. 

3) h est définie sur ]0 ; + [ par :  ( )
1

x
h x

x
=

+
 . Calculer h'(x). 



Exercice 14  

On admet que f est dérivable sur [0 ; 24], et on appelle vitesse de diffusion du produit à l'instant t le nombre f'(t). 
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6) Dérivée de fonctions composées 

Soient a et b deux réels et g une fonction définie sur . 

 

f est définie sur  par : f(x) = g(ax+b). 

 

On dit que f est la composée de la fonction affine x  ax+b par g. 

 

Exemple 

 

La fonction f est définie sur  par : f(x) = (2x +5)3. 

 

On a : f(x) = g(2x +5) où g est la fonction définie sur  par : ……………………….. 

 

Propriété (admise) 

 

f est définie sur  par : f(x) = g(ax+b). 

 

Si g est dérivable sur , alors f est dérivable sur , et on a :  f '(x) = …………………… 

 

Retenir : on dérive le contenu de la parenthèse que l'on multiplie par la dérivée de g appliquée au contenu de cette 

parenthèse. 

 

Exemples 

 

a) f(x) = (2x +5)3. 

 

b) m(x) = 3 9x− +   pour x <3. 
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Exercices de synthèse 

I- 

 

 


II- 

 

 
 

 
a) y =3x+

 

b)  

 
c)  

 

d)  

e)  
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f f(x) = x3 +3x²+5x +1

a) f 

 

b) 

f d

y=5x

P y =x²,

 

P 
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4

x

 

 

 

 

 

VI – Applications de la dérivation 

 

A– Lien entre sens de variation d’une fonction et signe de sa dérivée 

 
Exemple et conjecture : Prenons la fonction carrée définie sur  par :  f(x) = x², voici son graphe : 

 

 

 
 

Que peut-on dire du signe du coefficient directeur de chacune des tangentes à la parabole en un point 

d’abscisse située dans l’intervalle ]-  ; 0] ? 

 

 

 

Même question mais pour l’intervalle [0 ; + [. 

 

 

 

 

Constat :  

 

Sur cet exemple, il semblerait que lorsque le coefficient directeur de la tangente en chacun des points d’un 

intervalle est …………………………., la fonction………………………………………., et 
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que………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………… 

………………………………………………………………………………………………………………. 

 

 

 

 

 

Tracer à l’aide de votre calculatrice d’autres courbes. Le précédent constat semble-t-il toujours être vérifié ? 

 

 

 

 

 

 

 

 

Théorème fondamental, appelé théorème de Lagrange 

 
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I. 

 

1) Si pour tout réel x  I, on a :    f ’(x)            , alors  f est croissante sur l’intervalle I. 

 

2) Si pour tout réel x  I, on a :   f ’(x)          , alors  f est décroissante sur I. 

 

3) Si pour tout réel x  I on a f ’(x) = 0, alors f est                    sur I. 

 

Remarque : Ce théorème sera d’un usage quotidien pour la suite, alors mémorisez-le ! C’est le théorème 

d’analyse le plus important de l’année en première S. 

 

 

 c

 

 

Exemple 1 : Soit f  la fonction définie sur  par :  f(x) = x² + x + 1. 

 

Calculer f ’(x) et déterminer le sens de variation de f, et faire le tableau de variation de f où figurera 

conjointement le signe de f ’(x) ainsi que le sens de variation de f. 

 

Combien de tangentes horizontales la courbe représentative de f admet-elle sur  ? Justifier. 

 

Exemple 2 :  Soit g la fonction définie sur  par : g(x) = x3 + 3x² - 9x + 5 

 

Etudier le sens de variation de g sur , et construire sommairement l’allure de son graphe où figureront le 

tracé des éventuelles tangentes horizontales. 

Donner l  
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Exemple 3 : Soit h la fonction définie par :  h(x) =  
3x 1

x 1
  

a) Déterminer son ensemble de définition. On le notera Dh. 

b) Etudier le sens de variation de h sur Dh, et dresser son tableau de variations. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Remarque cruciale : La phrase la fonction h décroît sur  – {1} a-t-elle un sens ? Pourquoi ? 

 

 

 

Cette remarque illustre le fait que lorsqu’on applique le théorème de Lagrange, il est nécessaire de se 

placer…………………. !! 

 

 

  

 

  

 

Propriété (réciproque du théorème de Lagrange) 

 

a)  Si f est croissante sur un intervalle I, et si f est dérivable sur I, alors, pour tout réel x I, f ’(x)  0. 

 

b) Si f est décroissante sur un intervalle I, et si f est dérivable sur I, alors, pour tout réel x I, f’(x)  

0. 
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Application : Associer à une courbe celle de sa fonction dérivée et vice-versa.  
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II – D’autres applications du théorème de Lagrange 
 

A – Comparaison de fonctions, établir des inégalités 

 

Exercice I 

 

Montrer que pour tout réel x

 

 

Méthode :  

 

 

 

 

 

 



26 
 

 

 

 

Exercice 2 

Etablir que pour tout réel x 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Exercice 3 

 

Démontrer que la fonction f définie sur [-10 ; 10] par :  f(x) = 
² 1

x

x +
 : admet un maximum et un minimum 

sur [-10 ; 10]   : Préciser la valeur de ces derniers, et pour quelles valeurs de x ils sont atteints. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Question 

 
Est-il vrai que si une fonction  f est dérivable sur  , et s

 
 

 

Remarque et rappel : Soit f et g deux fonctions définies sur un même intervalle I. 

 

• Cf est AU DESSUS de Cg sur I si et seulement si pour tout x  I, on a :  f(x)  g(x). 

 

• Cf est EN DESSOUS de Cg sur I si et seulement si pour tout x  I, on a :  f(x)  g(x). 
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Exercice  

 

Etude de la position relative d’une courbe par rapport à une de ses tangentes. 

 

Soit f  la fonction  définie sur [0 ; + [ par :  f(x) = x3 – x² + 1 

 

a) Donner l’équation de la tangente TA à Cf au point A d’abscisse a = 1. 

 

b) Etudier la position relative de Cf  et TA sur l'intervalle [0 ; + [. 

 

 

III – Problèmes d’optimisation 
 

L’étude du sens de variation d’une fonction sur un intervalle, permet entre autre, de déterminer d’éventuels 

extrema de cette fonction sur cet intervalle, et donc de répondre à des problèmes concrets d’optimisation. 

Optimiser vient du latin optimus, qui signifie rendre le meilleur possible. 

 

Exemple 1  

 

 On veut construire une cuve métallique à partir d’une plaque carrée de 3 m de côté. 

A chaque coin de cette plaque, on découpe un carré de côté x mètres. En pliant et en soudant, on obtient une 

cuve de volume V(x) en m3. 

 

0) Faire un dessin de la situation étudiée. 

a) Dans quel intervalle I, x est-il situé ? 

 

b) Démontrer que V(x) = x(3 – 2x)² 

 

c) Etudier les variations de la fonction V  sur l’intervalle I. 

 

d) Décrire la cuve qui aura le volume maximal. 

 

Exemple 2  

 

On se place dans un repère orthonormé (O ;  ; ) du plan et on considère l'hyperbole d'équation : y =  
1

x
 . 

 

Déterminer le point de l'hyperbole le plus proche de l'origine du repère. 

 

Trouver de nouveaux exemples 

 

Exemple 3 : Parmi tous les cônes de génératrice mesurant 30 cm, déterminer le rayon et la hauteur du cône 

ayant un volume maximal. 
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Exemple 4 : un exemple probabiliste !!! 

 

 

 
 

 

 

 

 

oubli : tangente parallèle à une droite de direction donnée. 
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