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Chapitre XIII                                            Fonctions cosinus et sinus 

I – Rappels et compléments 

C 

C C

 

a 

a

Correspondance entre degré et radian :  180 ° = π rad         
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Définition 

x l’abscisse du point M

cosinus

x l’ordonnée du point M

sinus.

Propriétés immédiates (découlant de la définition) 

i) Pour tout réel x, on a : cos(x) sin(x)

ii) Pour tout réel x, on a (relation de Pythagore trigonométrique) : (cos(x))² + (sin(x))² = 1. 

Preuve : i)

ii)

( )x

( )x

a, ² ²a a=

( )x ( )x (cos(x))² + (sin(x))² = 1
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Remarque cos x cos(x),

(à savoir par cœur, vous verrez l'an prochain 

l'importance qu'occupe la trigonométrie en mathématiques et en sciences). 

mémorisez par cœur ce tableau, dans les deux sens 



x (rad) 

cos(x)  
√3

2

sin(x) 



cf.

fonction cosinus
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fonction sinus

II – Diverses propriétés de ces deux fonctions 

Définition 

f périodique de période

 Pour tout réel x, on a : f(x +T) = f(x) 

Illustration

Cf
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Conséquences graphiques importantes :  

• 

• f, f kT où k 

Par exemple, montrons que si f est T-périodique, alors f est aussi 2T-périodique : 

Pour tout réel x, f(x +2T) = f((x +T) + T) = f(x +T) = f(x) car f est T-périodique, argument qui sert ici deux 

fois pour simplifier les deux derniers signes =. 

 f

Propriété 

 cosinus sinus périodiques 2π. 

Preuve 

x x

M(cos(x) ; sin(x)).

x 

N(cos(x+2π) ; sin(x+2π)).

cos(x +2π) = cos(x) et sin(x +2π) = sin(x). 
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x

Définition 

D

f D x D -x D

D :  f(-x) = f(x) 

f D x D -x D

x D f(-x)=-f(x) 

Remarque : dire "f est paire" n’a aucun sens si on ne précise pas sur quel intervalle on se place. 

En effet, pour tout réel x, -x   et (-x)² = x². 

Notez que la partie D de la définition doit être centrée en 0, ce qui se traduit par : pour tout nombre réel x 

appartenant à D, -x appartient à D. 

Donc comme [0 ; 5] n'est pas centré en 0, la fonction carrée n'est pas paire sur [0 ; 5]. 

Attention, il faut à tout prix écrire le quantificateur pour tout, pour vérifier qu'une fonction est paire ou impaire 

sur un intervalle : écrire, comme le font à peu près 100 % des élèves : f(-x) = f(x) donc f est paire n'a strictement 

aucun sens. 

Exemples 

a) Etablir que la fonction cube est impaire sur . 

b) Est-il vrai que si une fonction n’est pas paire sur , alors elle est impaire sur  ? 

Solution :  

a) Soit f la fonction définie sur  par : f(x) = x3. 

Vu que  = ]-  ; + [, pour tout réel x, -x appartient à , et : 

Pour tout réel x, f(-x)= (-x)3 = (-x)(-x) (-x) = (-1)3  x3=-x3 = -f(x). 

Donc f est impaire sur . 

b) NON !!! 

Prenons par exemple la fonction exponentielle définie sur  :  e-1 e1 (calculatrice si nécessaire ou                       ---

-1<1 et la fonction exponentielle strictement croissante sur , donc e-1 < e1, et à ce titre la fonction exponentielle 

n'est pas paire sur  [la négation de : pour tout réel x,  f(-x) = f(x) est : il existe (au moins) un réel x tel que :                     

f(-x) f(x) ]. 

Pour autant, la fonction exponentielle n'est pas impaire sur  car par exemple, e-1 -e1 vu que e-1 >0 ! 
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Attention à ce faux ami dû au vocabulaire utilisé : ne pas être paire pour une fonction ne signifie pas pour autant 

être impaire ! Une fonction n'est pas un entier relatif !!!! 

Interprétation graphique des notions de parité et d’imparité d’une fonction dans un repère orthonormé

 f D f admet 

l'axe des ordonnées comme axe de symétrie.

Illustration 

 f D f 

admet l'origine O du repère comme centre de symétrie 

Illustration : f  

Propriété 

La fonction cosinus est une fonction paire sur , donc, pour tout réel x, cos(-x) = cos(x). 

La fonction sinus est une fonction impaire sur , donc, pour tout réel x, sin(-x) = -sin(x). 

Preuve et illustration : 
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x -x. 

M (cos(x) ; sin(x)) et N (cos(-x) ; sin(-x)). 

De plus les points M et N sont symétriques par rapport à l'axe des abscisses, donc, à ce titre, ils ont 

respectivement la même abscisse (donc cos(-x) = cos(x)) et des ordonnées opposées (donc                                      

sin(-x) = -sin(x)). 

 Propriétés importantes  

Il est important de savoir retrouver instantanément ces propriétés grâce à un cercle trigo ! 

Exercice I 

Soit f la fonction définie sur  par : f(x) = 3cos(x) – cos(2x). 

Etablir que f est paire sur , et périodique de période 2π. 

Sur quel intervalle suffit-il donc d’étudier f  ? 

Solution 

Pour tout réel x, -x est réel et f(-x) = 3cos(-x) – cos(-2x) = 3cos(x) – cos(2x) car la fonction cos est paire sur , ce 

qui permet de passer du premier au second signe = ! 

Donc f est paire sur . 

Pour tout réel x, f(x +2π) = 3cos(x +2π) – cos(2(x+2π)) = 3cos(x) – cos(2x +4π) car cos est                                 

2π-périodique sur , et cos(2x +4π) = cos(2x +2π + 2π) = cos(2x +2π) = cos(2x) par le même argument. 

Ainsi, pour tout réel x, f(x +2π) =3cos(x) – cos(2x) = f(x). 

Par suite, f est 2π-périodique sur . 

Vu que f est 2π-périodique, il suffit de l'étudier sur un intervalle d'amplitude 2π : par exemple [0 ; 2π] ou encore    

[-π ; π]. Ce dernier a l'avantage d'être centré en 0. 

De plus, f est paire sur , donc il suffira d'étudier f sur [0 ; π]. Le graphe de f se déduira par symétrie par rapport à 

l'axe des ordonnées et par translations de vecteur 2π . 
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Propriété (équations trigonométriques) 

a

• cos(x) = cos(a), x

 cos(x) = cos(a) ou





  

En français, deux nombres ont le même cosinus si et seulement si ils sont égaux ou opposés, modulo 2π. 

• sin(x) = sin(a),

 sin(x) = sin(a) ou



 

  

En français, deux nombres ont le même sinus si et seulement si ils sont égaux modulo 2π ou si la somme de ces 

deux nombres est égale à π modulo 2π.  (a+ π – a = π !!)

Illustration et preuve : 

a x 

a

x

A(cos(a) ; sin(a)) M (cos(x) ; sin(x)). 

cos(x) = cos(a)

x = a + 2kπ k

x = -a + 2kπ k

sin(x) = sin(a)

x = a + 2kπ k

x + a=π  + 2kπ k

cos(x) = cos(a) sin(x)=sin(a).
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Exercice 2 

a)  cos(x) = 
3

2

−
   ;    b)    2sin²(x) – sin(x) – 1 = 0  ;   c)  cos(πx +2) = 0,5. 
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(R)appelons, à toutes fins utiles, des relations d’addition et de duplication : 

Formules d'addition 

Pour tous réels a et b : 

  cos(a–b) =   

 

  sin(a–b) = sin(a) cos(b) – cos(a) sin(b) 

 

  cos(a+b) = cos(a)cos(b) – sin(a) sin(b) 

 

  sin(a+b) =sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b)  

Pour les curieux, d'où sortent ces horreurs et pourquoi énonce-t-on en premier les formules où apparaissent des 

soustractions ? 

Preuve :  
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Comment mémoriser ces relations d'usage courant post bac ? 

le cosinus ne mélange pas les blocs (= produit de deux cos ou produit de deux sin), mais 

change les signes, et que le sinus mélange les blocs mais ne change pas les signes. 
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coco  sisi  (bloc de cos suivi de bloc de sin et signe contraire entre les deux blocs de celui qui est dans 

la parenthèse du cos de la somme initiale). 

Pour le sinus : sico  cosi (mélange sincos   cossin avec entre les deux blocs la même opération que celle dans la 

parenthèse du sin de la somme initiale). 

a = b = x

x   cos(2x) = 2cos²(x) – 1 = 1 – 2sin²(x)= cos²(x) – sin²(x)  

x  sin(2x) = 2sin(x)  cos(x)  

Preuve :  

cos(2x) = cos(x+x) = cos(x) cos(x) – sin(x) sin(x) d'après la 3° formule d'addition. 

cos(2x) = cos²(x) – sin²(x).  Or d'après la relation de Pythagore trigonométrique, cos²(x) + sin²(x) = 1 donc 

sin²(x) = 1 – cos²(x), de sorte que : cos(2x) = cos²(x) – (1 – cos²(x)) = 2cos²(x) – 1. 

La relation cos(2x) = 1 – 2sin²(x) s'obtient avec Pythagore en remplaçant cette fois-ci  cos²(x) par 1 – sin²(x). 

sin(2x) = sin(x +x) = sin(x) cos(x) + cos(x) sin(x) d'après la 4° formule d'addition. 

sin(2x) = 2sin(x)cos(x)   car   sin(x)cos(x) = cos(x)sin(x) : le produit de réels est commutatif ! 

Exercice 3 

cos sin

Solution : 
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III – Régularité des fonctions cosinus et sinus 

Propriété 

cosinus et sinus sont continues sur .

Preuve 

3 étapes :
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Etape 3 : cos et sin sont continues sur   : 

Preuve : Soit x un réel quelconque, montrons que la fonction cos est continue en x, c’est-à-dire intéressons-nous, 

après en avoir justifié l'existence, à : 
→

 et 
→

 

Soit h un réel non nul :  

D'après les formules d'additions : cos(x +h) = cos(x)cos(h) – sin(x)sin(h) (*). 

Or d'après l'étape 2, cos est continue en 0, donc 
→

 et 
→

. 

Donc par limite de produit et de somme dans (*), on a : 
→

=cos(x) 1 –sin(x)  0  = cos(x). 

Ainsi, la fonction cos est continue en le réel x, et x étant quelconque, il en résulte que la fonction cosinus est 

continue sur . 

Exactement la même démarche en utilisant la formule d'addition pour transformer sin(x +h) conduit à  la 

fonction sinus est continue sur . 
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Lemme

x sin(x) <x  
sin(x)

cos(x)
 

Preuve 

Propriété (bien retenir les résultats encadrés) 

(sin)'(0)

(cos)'(0)


→

=
→

= 

Preuve : (à lire par vos soins si vous voulez comprendre d'où sortent les choses, à admettre sinon). 
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Remarque : 

→
=

x sin(x)  x.

Théorème 

x  cos’(x) = –sin(x)

x  sin’(x) = cos(x)

Preuve : 
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Propriété : dérivée de composée contenant une fonction cosinus ou sinus : 

Si u est une fonction dérivable sur , alors, les fonctions f et g définies sur  par :  f(x) = cos(u(x))                

et  g(x) = sin(u(x)) sont dérivables sur , et on a :  

f' (x) = -u' (x) sin(u(x))     et            g' (x) = u' (x) cos(u(x)). 

Preuve 

Exemples 

f(x) = sin(4x)         ;    g(x) = cos( 
π

3
 –3x)    ;   h(x) = sin²(3x)    ;   

i i’(t) i(t)=Acos(wt+), 

f f ’

2π

Solution : 

1) f(x) = sin(4x) = sin(u(x)) avec : u(x) = 4x et u'(x) =4. 

Donc f '(x) = u'(x)cos(u(x)) = 4cos(4x). 

 

g(x) = cos(  
π

3
 –3 x) = cos(u(x)) avec : u(x) =  

π

3
 –3x et u'(x) = 0 – 3 = -3 

g'(x) = -u'(x) sin(u(x)) =-(-3)sin( 
π

3
 – 3x)=3sin( 

π

3
 – 3x). 

h(x) = sin²(3x) =sin(3x)sin(3x) = u²(x)  avec : u(x) = sin(3x) et u'(x) = 3cos(3x). 

h'(x) = 2u'(x)u(x) = 23 cos(3x) sin(3x) = 3  2sin(3x)cos(3x) = 3sin(6x) (formule de duplication du sinus). 



22 
 



23 
 

IV - Exercices de synthèse sur ce chapitre 

Exercice I 

C

C

C

C C 

 
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Exercice II 

2

2

( )
x

x

f x





→


 



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Exercice III 
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Exercice IV 
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Exercice V 
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Exercice Who is π ? 

n

n 1 2...... nA A A

n 1 2..... nB B B

i n.

Lorsque n = 3 : 

 

 

 

 

 

 

 

 

Lorsque n = 4 :   
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Lorsque n = 6 :  

1a) Etablir avec soin que pour tout entier n3, le périmètre du polygone 1 2...... nA A A  que l'on notera un est donné 

par : un =2nsin(  
π

n
 ). 

1b) Etablir que le périmètre du polygone 1 2..... nB B B , noté vn est donné par : vn =2n tan(  
π

n
 ).  

2a) Déterminer avec soin les limites des suites (un) et (vn). 

Indication : Vérifier que un s'écrit sous la forme :  un

sin( )
n

n






2b) En déduire le périmètre du cercle trigonométrique. 

3) On se propose de donner quelques approximations de π. 

a) Calculer les valeurs exactes de u4 et v4. En déduire une première approximation de π. 

b) A l'aide des relations de duplication, calculer les valeurs exactes de cos (
8


) et sin(

8


), puis en déduire la valeur 

exacte de tan( 
8


). 

En déduire u8 et v8, puis une seconde approximation de π dont on donnera la précision en justifiant. 
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c) Pour x[0 ;  
π

2
 ], exprimer cos(  

x

2
 ) en fonction de cos(x), puis sin( 

x

2
 ) en fonction de sin(x) et cos(x) et enfin 

tan(  
x

2
 ) en fonction de sin(x) et cos(x). 

 d) Ecrire un algorithme qui, partant des valeurs exactes de A= cos(
4


) et B= sin(

4


), permet de calculer les 

valeurs exactes de 
22 p+
sin(

1

2 4p


 ) et 

22 p+   tan(
1

2 4p


 ) pour la valeur de l'entier p du choix de l'utilisateur. 

Quel est le rôle de cet algorithme ? Nécessite-t-il de connaître la valeur de π pour fonctionner ? 

e) A l'aide de ce dernier, retrouver les valeurs de la question 3b), puis donner les valeurs approchées de 130

2

u
 et 

130

2

v
 à 10-3 près. Quelle approximation de π obtient-on ? Et sa précision ? 

f) A partir de quelle valeur de l'entier n peut-on considérer que 2 2

2

nu
+   et 2 2

2

nv
+   sont des valeurs approchées 

respectivement par défaut et par excès de π à 10-4 près ? Justifier votre démarche 

 


