Chapitre XIIT Fonctions cosinus et sinus

I — Rappels et compléments

Prenons le temps de bien comprendre le fonctionnement du cercle trigonométrique qui est a la base de
bon nombre de propriétés en trigonométrie.
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Soit (O ; OI ; OJ) un repére orthonormé direct du plan : direct signifie que (OI ; OJ) = 5 en
mesure principale.

Tout d'abord on appelle cercle trigonométrique le cercle € de centre O et de rayon 1 que l'on a orienté
avec la convention suivante : lorsqu'un point M appartient a €, si en tournant sur € pour rabattre le
point I sur le point M, par le plus court chemin, on tourne dans le sens direct ( = sens contraire aux
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aiguilles d'une montre), on comptera positive la mesure principale de 1'angle orientée (O ; OM).

Sinon cette derniére sera négative.
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Enfin la longueur du petit arc de cercle IM est appelé la mesure en radian de l'angle (OI ; OM).

Si M est diamétralement opposé a I, alors :

IM = demi périmétre du cercle trigonométrique = 0,5632131 = (rappel: p = 2nR est le
périmétre d'un cercle de rayon R).

et (O ; OM) = 180 °.

Ainsi, 3 un angle de mesure 180° correspond une mesure en radian de 1809

Il y a de plus |proportionna1ité entre la mesure d'un angle exprimée en degré et celle|

|exprimée en radian| : ceci permet de passer aisément des degrés aux radians et

inversement.
Mesure en degré 180 a
Mesure en radian T i

Correspondance entre degré et radian : """ 180°=nrad”™ " "




Définition

La fonction qui a tout réel x fait correspondre ’abscisse du point M dans le repére (O ; E’; O_J)) est

appelée la fonction cosinus.

La fonction qui a tout nombre réel x fait correspondre l’ordonnée du point M dans le repere

(O ; E’; 5]’) est appelée la fonction sinus.
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Propriétés immédiates (découlant de la définition)

i) Pour tout réel x,ona: -1 < cos(x)<1 ; -1 < sin(x) <1

ii) Pour tout réel x, on a (relation de Pythagore trigonométrique) : (cos(x))? + (sin(x))® = 1.

Preuve : i) M appartient au cercle trigonométrique, donc son abscisse et son ordonnée sont comprises
entre -1let 1!
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i1) Appelons H le point de 1'axe des abscisses ayant la méme abscisse que M et appliquer Pythagore au
—_— —
triangle rectangle OHM (il est rectangle car le repére (O ; OI ; O.) est orthonormé !) en tenant

compte du fait que OM = 1 car on est sur un cercle trigonométrique et que OH = |cos(X)| et
HM = |sin(X)| (attention une longueur est positive, ceci explique les valeurs absolues) et on rappelle

enfin que pour tout réel a, |6\l2 =a2.

Ainsi: OH? + HM? = OM? équivaut a : |cos(x)| 24 |sin(x)|2 = 12 donc : (cos(x))? + (sin(x))* =1




Remarque : lorsque cela ne préte pas a confusion, on notera cos x au lieu de cos(x), méme s’il s’agit
d’un abus d’écriture.

Valeurs remarquables des fonctions cosinus et sinus (@ savoir par ceeur, vous verrez l'an prochain

l'importance qu'occupe la trigonométrie en mathématiques et en sciences....).

Pour la

énieme fois, mémorisez par ceeur ce tableau, dans les deux sens : je vous renvoie a vos

cours de 2° et 1°S pour la preuve de ces valeurs remarquables :

x (rad) 0 n T T T 2n 3n 5m n
6 4 3 2 3 4 6

cos(x) 1 3 \[2 1 0 1 2 1 -1
) 2 2 2 9 2

sin(x) 0 1 \[2 3 1 3 9 1 0
2 2 2 2 2 2

D’ou les représentations graphiques suivantes obtenues a I’aide d’un logiciel : pour calculer d’autres

valeurs

que celles figurant dans le tableau, divers procédés existent (formule de duplication,

d'addition, c¢f. paragraphes suivants.....).

Courbe représentative de la fonction cosinus sur [-2n ; 3] :




Courbe représentative de la fonction sinus sur [-2n ; 3n]:
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L'observation de ces deux courbes laisse entrevoir que ces fonctions ont des propriétés intéressantes,
ne serait-ce qu'en termes de tracé de courbe. C'est 1'objet du paragraphe suivant que de dégager les
différentes propriétés de ces fonctions.

IT — Diverses propriétés de ces deux fonctions

L’observation des courbes représentatives des fonctions cosinus et sinus permet de constater que ces
courbes sont obtenues a partir d’'un motif que I’on reproduit périodiquement.

Définition
Une fonction f définie sur R est dite périodique de période T s’il existe un réel T strictement positif
tel que:” " Pour tout réel X, on a 'f(x _|.T) =f(x) PR

Illustration : Construire une courbe représentative d’une fonction périodique de période T'= 2.
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On a ici dessiné avec des couleurs différentes, 5 motifs de la courbe €,

Bien noter que chacun de ces motifs sont identiques !
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Conséquences graphiques importantes :

§ Dans un repére du plan (O ;7 ;7 ), la courbe représentative d’une fonction périodique de

période T est donc globalement invariante par translation de vecteur 77.
§ Si T est une période de f, alors f admet également comme périodes : 27 ot kI N

Par exemple, montrons que si f est T-périodique, alors f est aussi 27T-périodique :

Pour tout réel x, Ax +27) = fl(x +T) + T) = Ax +T) = flx) car f est T-périodique, argument qui sert
ici deux fois pour simplifier les deux derniers signes =.

F On évitera donc de dire " la période de f" lorsqu'on parle de fonction périodique.

Propriété
“ " " Les fonctions cosinus et sinus sont périodiques, de période 2n " "~

On dit aussi que ces fonctions sont 2n-périodiques.

Preuve : quasi triviale !

— —>
Soit x un réel quelconque, et M le point du cercle trigonométrique tel que (OI ; OM) = x rad.

Dans le repére (O ; ol : O_J)), on a: | M(cos(x) ; sin(x)).]

. o . , B - -
Soit N le point du cercle trigonométrique tel que (OI ; ON) = x +2rn rad.

—_— —
Dans le repére (O ; OI ; OJ),on a: |N(cos(x+2n) K sin(x+2n)).|

Or le périmetre du cercle trigonométrique, qui est de rayon 1, est égal a 2m.

Par suite les points M et IN sont confondus, et a ce titre, ils ont respectivement méme abscisse et méme
ordonnée : d'oll cos(x +2rn) = cos(x) et sin(x +2n) = sin(x).




Ceci étant vrail quel que soit le réel x, il en résulte que les fonctions cosinus et sinus sont 21
périodiques.

Définition
Soit f une fonction définie sur une partie D de R.

""" fest dite PAIRE sur D si, pour tout nombre réel x appartenant a D, -x appartient a D et pour
tout réel x appartenanta D,ona: f(-x) = flx)" "~

""" fest dite IMPAIRE sur D si, pour tout nombre réel x appartenant a D, -x appartient a D et pour

tout réel x appartenanta D,ona: f(-x)= flx)" "~

Remarque : dire "f est paire” n’a aucun sens si on ne précise pas sur quel intervalle on se place.
Par exemple, la fonction carrée est paire sur R, mais n’est pas paire sur 'intervalle [0 ; 5].

En effet, pour tout réel x, -x | R et (-x)? = x2

Notez que la partie & de la définition doit étre centrée en 0, ce qui se traduit par : pour tout nombre

réel x appartenant a D, -x appartient a D.
Donc comme [0 ; 5] n'est pas centré en 0, la fonction carrée n'est pas paire sur [0 ; 5].

M Attention, il faut a tout prix écrire le quantificateur pour tout, pour vérifier qu'une fonction est paire
ou impaire sur un intervalle : écrire, comme le font a peu prés 100 % des éléves : f(-x) = f(x) donc f est
paire n'a strictement aucun sens.

Exemples

a) Etablir que la fonction cube est impaire sur R.

b) Est-il vrai que si une fonction n’est pas paire sur R, alors elle est impaire sur R ?
Solution :

a) Soit f la fonction définie sur R par : fx) = x°.

Vu que R = J-o0 ; +oo[, pour tout réel x, -x appartient a R, et :

Pour tout réel x, f(-x) = (-x)® = (-x)3 (-x)3 (-x) = (-1)*3 x®=-2® = -Ax).

Donc f est impaire sur R.

b) NON !!!

Prenons par exemple la fonction exponentielle définie sur R : e ! #e' (calculatrice si nécessaire ou
-1< 1 et la fonction exponentielle strictement croissante sur R, donc e < e, et a ce titre la fonction
exponentielle n'est pas paire sur R [la négation de : pour tout réel x, f(-x) = flx) est : il existe (au
moins) un réel x tel que : A-x) # f(x) ].

Pour autant, la fonction exponentielle n'est pas impaire sur R car par exemple, e' # -e* vu que e >0/



M M Attention a ce faux ami dit au vocabulaire utilisé : ne pas étre paire pour une fonction ne signifie
pas pour autant étre impaire ! Une fonction n'est pas un entier relatif !'!'M M

Interprétation graphique des notions de parité et d’imparité d’ une fonction dans un repére orthonormé :

""" Siune fonction f est paire sur une partie ¢ de R, alors la courbe représentative de f admet

Hllustration -




