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On retiendra donc que le produit cartésien d'ensembles ..m'.s:.-\...w. . RS‘S'\\'NML.\ .................
3)Soit C={(6;2);(6;4);(6;2);(6;4;10;2);10;4);(@;2;@3;4)}

Ecrire l'ensemble C'sous la forme d'un produit cartésien de deux ensembles. C = { >:5;S; "“1 s Y."" “1
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ol Si E=F,ona: ExF= ExE qui est noté E2.

/ / ”

Sl Par exemple, R* désigne I'ensemble formé par tous les couples de réels (géométriquement R* est
"33 I'ensemble des points du plan !). R®* = {(x; y) /<R, yeR}. - -
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Remargues : on peut étendre la définition du produit cartésien a plus de deux ensembles :

L

=5 Si E, F, G désignent trois ensembles, le produit cartésien E x F x G (lire E croix F croix G) est
I'ensemble des triplets de la forme (x; y ; z) ol x€E, ye F et z&G. |

-

B v/_ Ezxemple : Déterminer E x F x G sachant que : E = {a}, F = {b;c}etG = {a; b;d}.
B |  ExFxG= {‘“;\’;“\; (85%;%) ; (o5, 4y ;\&;t;”l\;(Q;C;\b\;ku;c;éq‘)s

‘ 7
— Si E=F=G,alors ExFxG=ExE xE = E3.
4 Par exemple, R® est l'ensemble formé par tous les triplets de réels (géométriquement, R® est 'ensemble
L des points de I'espace). ; |
b Plus généralement : (définition du produit cartésien de k ensembles):

J E | Sik désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2, et E), Ey, .....E; sont des ensembles non vides, on ;
| i appelle produit cartésien des ensembles E;, E3, .....Ex , 'ensemble noté E; x E; x......x Ey , dont les [
I ! éléments sont les k-uplets de la forme (a;; a2;......; ax) o0 a) €Ey, a2 €Es, ..., o € By, e

B 7 EyxBEy x....xE; = {(a1; az;...... sa)/a €Er, a2 €Ey, ..., ac € Ei}. ==

= - Principes simples de dénombre
T e A-Le principe additif —
7 n et p sont deux entiers naturels. ‘:L
i Soit E et F deux ensembles finis et disjoints tels que : card(E) = n et card(F) = p. [ 4‘47
B - - Le nombre d'éléments de I'ensemble EU F est égala . +p. ‘;:i
On a donc, lorsque E et F sont disjoints : card(EU F) = .cansh.L€). . Sandh.(F) |

En pratique, si vous avez deux sacs de billes, une fagon de compter le nombre total de billes que vous possédez est de
compter le nombre de billes de chaque sac, puis d'additionner ces deux cardinaux. |
|
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3, alors, comme E et F sont disjoints, ona: card(EUF) = dx %=
tF = {r;z 4
SiE = {a;bic}e

i seard(A) = SoMAEN- sand
uli i A est un sous-ensemble d'un ensemble fini E, on a N
En partzc er, s

Ane RA) = ond LE)
M\h'ﬁ SoRg i ol cond LAY A+ sond
. Baes % of s i cond LA) = oAl gy

"étend a plus de deux ensembles :

Sand (R
De méme le principe additif s'
e | Soit p un entier naturel supérieur ou égal a2z

B E: E, sont p ensembles finis et deux d deux disjoints, alors :
e Si Ej, Eg, «oooe- s By

rd(ErU B2 U U B) = cond LEQx. 500 L. & on s Q) = Z cond. LED
Sl | cai VU BV ...

izA

1281 Rigoureusement on note : mrd(UE = Z <ond (€)Y

iwl

. S i S
Revenons au cas général de deux ensembles finis E et F, non nécessairement disjoi

2 Ona:card(EUF) = sondh. L&) X000 ALY 2 sond .LEOR).....
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1) Dans un club de sport de 90 adherents,

35 pratiquent le tennis,
pratiquent chacun de ces deux sports.

24 pratiquent le football et 8

%) En déduire le nombre g ‘adhérents du club ne pratiquant ni tennis nj football.

S fc) lt):ttlelrmmer le nombre d'adhérents dy club pratiquant un seul des deux sports parmi tennis et
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e de cardinal n, et k un entier naturel non nul.

Soit E un ensemble fini non vid
est le cardinal du produit cartésien E &,

S
lets) de E est égal R Y,

Le nombre de k-listes (ou k-up

Preuve : Par récurrence sur k! g%y i o %)

Exercidid
a) Combien de mots de trois lettres (ayant un sen
formé de 26 lettres ?

s ou non) peut-on former & partir de l'alphabet usue]

5) On dispose de 3 tiroirs dans une commode, et on veut y ranger 5 calegons. Dénombrer combien de

rangements on peut faire de ces 5 calegons.

¢) Un code d'immeuble est constitué de 4 chiffres ou de 4 chiffres suivi d'une une lettre prise parmi leg

lettres 4 et B.
codes possibles dans cet immeuble.

Dénombrer le nombre total de
quatre réponses sont proposées, et une

d) Un QCM est constitué de 6 questions. Pour chaque question,

seule est exacte.
Dénombrer de combien de fagons différentes on peut répondre 4 ce QCM, en cochant

systématiquement une réponse par question.

) De combien de fagons différentes peut-on répondre & ce QCM sion s'autorise de ne pas répondre &

une question lorsqu'on n'est pas stir de soi ?

On considére le diagramme ci-contre.
Combien d'itinéraires différents conduisent de 4 a D (sans passer deux fois par un méme point) ?
h) Combien y-a-t-il de couples (vespectivement de triplets) dans un ensemble & n éléments (n 23).

i) n étant un entier naturel, combien y-a-t-il de n-uplets de 'ensemble {0 ; 1} ?
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Notons




On convient que

Pour tout entier natur







Propriété
Soient k et n des e
Le nombre de k-arrangements de E est égal a : OLOAY. K RSN
En utilisant des factorielles, on a : n(n~1)....(n-k+1) = .2 \
n-SOY

ntiers naturels tels que : 1< k < n, et E un ensemble & n éléments.
.. (Produit de k facteurs).

abord dans E un premier

Preuve : Ecrire un k-uplet d'‘éléments de E deux & deux distinets revient & choisir d'
&lément : n choix sont possibles.
uplet (pas de répétition 1.

Ce choix étant fait, on a alors n~1 choix possible pour le second élément du k-
..,k—1 du k-uplet étant occupées par un élément de E, il reste d

ts de E choix possibl

one pour le dernier

Ainsi de suite, les positions 12505
&éments du k-uplet, n —(k— 1) élé
Dénombrer les k-uplets d'éléments de E deux a deux distincts revient & chercher le cardinal du pro:

duit cartésien

suivant constituant E :

EixEzX,..... xE ot : By = E (choix du 1° élément du k-uplet, noté x1) ; B2 = Ei— {x1} donc card (E2)=n—1.

B = Ei~{z1; 225 ....; %1}, done card(Ex)=n—(k-1). K
éléments deux a deux distincts dans E.

D'aprés le principe multiplicatif, on a done : n(n-L ).ocos(n—k+1) k-uplets d'

EASPasd
combien y-a-t-il de codes & quatre chiffres distincts ?

a) Sur un clavier numérique,
b) Combien de mots de 7 lettres sans aucune lettre répétée peut-on écrire a I'aide de l'alphabet

francais ?
¢) A une compétition participent 20 athlétes. En fin de compétition un podium est constitué d'une

médaille d'or, une médaille d'argent et une médaille de bronze.

Déterminer le nombre de podium différents qu'on peut réaliser avec ces 20 athlétes. )
d) Une urne contient 10 boules numérotées de 1 & 10. On tire une premiére boule de l'urne, puis sans
la remettre, on tire une seconde boule de l'urne, et enfin sans remettre les boules tirées on procede a

un troisiéme tirage de boule de l'urne.
Déterminer le nombre de tirages possibles de ces trois boules de 'urne, en tenant compte de Vordre.

e) On considére le motif suivant,

LR

Combien y a-t-il de fagons de colorler le motif :
2.4 l'aide de quatre couleurs ?
b.aVaide desix couleurs, sans utiliser deux fois la méme

couleur ?
<. a l'aide de trois couleurs sans que deux cases

adjacentes ne soient de la méme couleur ?
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n est un entier naturel non nul et £ un ensemble & n éléments.
Une permutation de E est un n-uplet d'éléments deux & deux distincts de E.

Exemples

SiE={a;b;c} alorsle triplet (b ; a ; c) est une permutation de E, (c; b ; a) est une autre permutation

de E.
Déterminer toutes les permutations de l'ensemble E et préciser leur nombre.

by (o eie); Yoo (b o) (o) ; Le b o)

Propriété
v Le nombre de perm sd'un ble a n élé ts (n21) est égala: )

Preuve : Il suffit d'appliquer la propriété précédente qui donne le nombre de k-uplets de E lorsque k=n.
Le nombre de n-arrangements de E, c’est-i-dire le nombre de permutations de E est égal a :
n(n-1)...... (n—n+1) = n(n-1)....x1 =n!

Remarque : dans une permutation, L'ordre des éléments est fondamental, et tous les éléments de E

figurent une fois et une seule au sein de cette permutation.

I reice .'
1a) Combien de mots de 5 lettres (ayant un sens ou pas) peut-on former avec les 5 lettres du mot

CHIEN ?
Culture : ces mots sont appelés des anagrammes du mot CHIEN, c’est-a-dire des mots s'écrivant avec exactement les

mémes lettres que celles du mot CHIEN.

1) Parmi ces mots, combien commencent par une voyelle ?

2) 10 chevaux font une course. Combien y-a-t-il d'ordre d'arrivée possibles (en supposant qu'il n'y a
pas d'ex-aequo et que tous terminent la course) ?

3) Lucie souhaite ranger horizontalement sur un méme étage de sa bibliothéque ses 4 livres de
Mathématiques différents, 3 livres de Physique différents et 2 livres de SVT distincts.

a) Dénombrer le nombre de fagon de ranger tous ses livres.

b) Combien existe-t-il de fagons différentes de ranger tous ses livres en les regroupant par matiére ?

3) Si I'on faisait une photo des 89 valeureux éléves ayant choisi la spécialité maths au LAB durant
T’année scolaire 2023-2024, placés sur un banc rectiligne suffisamment long, de combien de fagons

pourrait-on les placer sur ce banc ?

Comparer au nombre d’atomes de 'univers estimé & 108°,
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On prendra pour longueur d’une année 365 jours.

1) Dans une classe de 23 éléves, déterminer la probabilité qu’il y ait au moins deux éléves qui aient la
N — méme date d’anniversaire (indépendamment de I'année de naissance).

- —= Donner la valeur exacte 4 I'aide de factorielles, puis une valeur approchée au centiéme prés (utiliser
g Python, votre calculatrice risque d’étre en dépassement de capacité sinon).

N 2) Reprendre cette question avec une classe de 31 éléves, puis une autre classe de 35 éléves, puis une -
j L oEE assemblée de 50 personnes. 8 =

Ces résultats vous surprennent-ils ?
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Exemple
Soit E={a;b;c}. Ici card(E) = ..D...,donen= S

ées d'un seul élé

: {al; {6l ; i<}

1a) Ecrire la liste des de E fc

3
15) Combien y a-t-il de telles combinaisons ? En déduire la valeur de (l ) =3

2) Ecrire la liste des combinaisons de E formé;

CJ PESL T IPR COTR SPIE A PR T ae D poinan & €. Doms G\-_s. = |

s de deux éléments. Combien y-en-a-t-il ? En déduire la valeur de

3
3) Ecrire la liste des combinaisons de E formées de 3 éléments. En déduire la valeur de (3) = A — Il

\

{a;b;c} =
4) Combien vaut [;)? Pourquoi ? Ne ds th.u da € N?"&P-\V* cordang), O : & L&“ o AL »»;:i i:_
naude: f- Done (t\= o -
e e i - P =
g -
n n n 3
Trouver les valeurs de : ( J % ( OJ et (l ]enexpliquant votre démarche. i
n e

“‘77‘4,45.0-.;\7,»&13&‘,,&*&:7&. An | € conkink mT\ “ Roun -
A | Asl condinaN v B bk Ghal L
P o Y | -
WA%_Tn‘s’._\p_‘mk[_w-, n € Qs SoadimoN | |
e aEmmmmm HELHE YEN
Tl fnj = LL»\&; \‘:\\ \
) W i
] | FEHH

Nous allons établir une relation fondamentale permettant de calculérla valeur de

Propriété clé

Soient n et k deux entiers naturels tels que : 0S k < n.

)

n!

— A K
R! -2y

Remarque : si k> I, alors (:J= .....

R(R-A) e xR :
Preuve :
- S
T pe i A T =

nen-A) .. \“-YL-\'A\

——




& n)_win-A) oy
i w&wﬂﬁ"(j—)& ; [1]=Y\ ; [): A ,51n22,(2] Pegas
] A0 BY Aox A x¥xAL - 30 _ 0
s N —— ! A ——— g

il Calculer (sans calculatrice), la valeur exacte de ( J.—.
7 2L %6

ETNCE RTINS
Remargue : sur T.I, pour avoir la valeur précédente, on tapera la séquence suivante :
g | 10 @ E : Combinaison 7 : & I'écran s'affichera 7Cio et en faisant entrée on a le résultat.

Attention & mettre en premier le cardinal de l'ensemble E (ici 10) !

xerci

Dans le groupe de terminale maths G3, il y a 31 éléves, et on doit choisir trois éléves pour représenter
— la classe pour une réunion. Déterminer combien de choix on peut faire.

ol ok (\.L.m.m_ %».gpm A DS é.\s.mm\i‘n Apmmm‘o\x:\s‘ W\Q&

DA cdad s S| B = i i
S) BN 3.)\&30&‘1%)(13\. 5 '5/\,(5’{1&_ L\\%S 7V”“V' V77i,7

ESPEEY 37‘ %xi&\

= 1) On a un jeu de belote formé de 32 cartes deux & deux distinctes. Une main de 5 cartes est un
— ensemble de 5 cartes prises simultanément dans le jeu et dans lequel 'ordre n'importe pas.

Combien y-a-t-il de mains de 5 cartes dans le jeu de belote ?

2) Combien y-a-t-il de mains de 5 cartes éontenant .3 coeurs ef 2 : -
; piques ? On rappelle qu'i
et 8 piques dans le jeu de belote. 3 Gilzesious
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La grille rectangulaire ci-contre est une grille de mots croisés :

1 2 3 4 - 6 1 8 ]

1 [
o

e

§ 5 <

RS

1) Déterminer le nombre de ces grilles contenant exactement 8 cases noires.
2) Combien de grilles n’ont aucun coin noir ?

3) Combien de grilles ont exactement deux coins en noir ?
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Dans une classe comportant 16 filles et 13 gargons, on doit élire un bureau formé de 4 éléves.

a) Combien peut-on former de bureaux si on n'impose aucune contrainte "

b) Combien y-a-t-il de tels bureaux respectant la parité ?

82
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¥ : 0t jamais
ue deux droites quelconques tracées ne soient )&

1a) On trace 7 droites du plan de telle sorte q
ais concourantes.

paralléles et que trois droites quelconques tracées ne soient jam
sur la figure.

ombrer le nombre total de points d'intersection qui apparaissent
une fois et une seule

Dén
toutes

1) Sept équipes s'affrontent lors d'un tournoi,

Jes autres.

chacune devant rencontrer

Dénombrer combien de parties on va devoir organiser. (De deux fagons différentes).

L] o L] °
2) A partir de la grille ci-contre, déterminer : e o
L] o L] o

L] o L] o
Le nombre total de triangles (éventuellement aplatis) que l'on peut construire et

sont des points de la grille ci-dessus.

dont les sommets

Un code formé de six chiffres est tapé sur un clavier numérique (constitué des dix chiffres).

a) Combien de tels codes contiennent exactement deux fois le chiffre 1 ?

b) Combien de codes ont leurs chiffres rangés par ordre strictement croissant ? (Par exemple, 2-4-5-7

8-9 est un tel code). ‘
xeul =

¢) Combien de codes comporte un chiffre répété exactement trois fois ?

d) Combien de codes comportent un chiffre répété au moins deux fois ?
>a =)
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| n est un entier naturel non nul, et E un ensemble de cardinal n.

[ i Soit p un entier naturel tel que ;1< p < n, et A une partie de E a p éléments.
n-Q Gl =g
. 2
2) Quel est le nombre de parties de E qui contiennent exactement un unique élément de A4 ?
% (P) P A
Al N ?n.a&u_ da
Ak Sa A

: mancinifr
(formule du binéme de Newton, formule sur la page d’aceneil de www.maths-man Jr)

RS s Os |
1) Quel est le nombre de parties de E qui sont disjointes de 4 ? |

Complément (hors programme, & réserver aux maths expertes).

Y

Pour tous réels a et b, et tout entier naturel n, on a la relation suivante, appel:

e formule du binéme de

Newton :

4
@or =2 @2 = 2 Qe

22
iieinalis hikibisnisin S
i) Pour n = 2, que retrouve-t-on ?
ii) Ecrire la formule du binéme de newton pour n =3.
i1z) Développer et réduire : (x+1)5 ; (2x —)*

iv) Développer (1+1)" et (1-1)" .En déduire que dans un ensemble de cardinal n, il y a autant de parties de
cardinal pair que de parties de cardinal impair.

v) Montrer que pour tout entier naturel n, le nombre :(V5 +1)2%+(¥/5 — 1)2" est entier.
i) n est un entier naturel non nul.
Soit fla fonction définie sur R par : flx) = (x+1)
Z n
En calculant de deux fagons différentes la dérivée de f, établir que : Zk X =nx2"" .
k=1

Retrouver directement cette derniére relation, par le dénombrement, en prouvant au préalable la

a0, f n n-1
formule “du capitaine” : pour tout entier k tel que : 1 <k <n,ona: k =n
k k-1
o
§ Enpratique €  Un probléme de dénombrement, ¢a peut vraiment étre compliqué, mais il y a tout de méme une 7;[
trinité merveilleuse de modéles de base auxquels on peut presque toujours se ramener. ‘-5“,
E A e
| Tirages successifs AVEC REMISE Tirages successifs SANS REMISE Tirages SIMULTANES \i

LISTES ARRANGEMENTS COMBINAISONS il

i







