« La Science et la passion de comprendre sont-elles autres choses que l'effet de I'aiguillon du savoir qui met en
notre dme le mystere de I"Univers ? ». Louis Pasteur

Chapitre X Orthogonalité dans l'espace- Equations cartésiennes de plans

I-Orthogonalité dans Uespace

A) Généralités

Définition

Deux droites de I'espace sont orthogonales lorsque leurs paralléles respectives menées d’un point quelconque de
I’espace sont perpendiculaires.

Exemple

Dans le cube ci-contre, (AE) et (GH) sont orthogonales :
Pourquoi ?

Citer d’autres droites orthogonales.

Remarque

Les termes "perpendiculaires " et "orthogonal”sont souvent confondus : ¢’est un abus !

En effet, deux droites perpendiculaires sont coplanaires et sécantes, alors que deux droites
orthogonales ne sont pas nécessairement coplanaires, et a fortiori, pas nécessairement sécantes.

Définition

— — 9e . .
Deux vecteurs u et v non nuls, sont orthogonaux s’ils sont des vecteurs directeurs de deux droites
orthogonales.

L, — > p—
Dans I’exemple précédent, les vecteurs BC et EF sont orthogonaux.

B) Produit scalaire dans Uespace

., — —
Soit u et v deux vecteurs de l’espace.

Nous allons voir qu’il est licite de parler de produit scalaire de u et v.
On va se ramener a la définition du produit scalaire de deux vecteurs situés dans un MEME PLAN.

Fixons un point A quelconque de 1’espace.
On sait qu’il existe alors un unique point B tel que................. , et un unique point C tel que .............

Illustration :




Avec ce choix de représentants de U et v, ﬁ et ﬁ sont situés dans un méme plan, le plan (ABC).

Définition
N . — — N . - = ,
On appelle produit scalaire des vecteurs u et v, le produit scalaire AB.AC, calculé dans le plan (ABC).
Propriété : Toutes les propriétés du produit scalaires énoncées dans le plan s’étendent a I’espace :
En particulier :
1) Soit U et v deux vecteurs non nuls de ’espace, on a la formule bien pratique :

yvye yvye

— — . .= > e sy 2

2) u et v sont orthogonaux si et seulement si u. v = 0. Cette propriété fondamentale est d’un usage
, . — — . — —

récurrent dans les exercices. On notera u 1L v pour dire que u et v sont orthogonaux.

, . — e ey . . — . n
3) Le carré scalaire d'un vecteur u est par définition le produit scalaire du vecteur u par lui-méme :
— — , —
u.u est noté u 2.
A \ . . g
Grace a la formule bien pratique 1),onadonc: u2? = ...........

SN 2
En particulier, pour tous points Aet B, vev AB? = HABH =AB2 vvv

4) Enfin, les régles de calcul du produit scalaire du plan s’étendent a I’espace :
Pour tout vecteur u, v, w de I'espace :

Pour tout réel k, (k 0).v = u.(kv) = k(U.v).

5)

- -2
i+ -
- =2
i -

. . e d
En particulier,on a:u.v = ... RN

LN ’ . . . . . - —>
Ces dernieres formules sont appelées formules de polarisation, et expriment le produit scalaire u.v en
. — > > — — —
fonction des normes des vecteurs u, v, u+v etu — v.

Preuve : il suffit de considérer un plan (P) tel que U et v admettent des représentants dans (P), et
d’appliquer les régles du produit scalaires vues dans le plan en premiére.

N SN Y —— =12
Pour la 5) : Hu+vH =U+Vv2=U+V).U+V)=u.(U+V)+V.(U+V) =UU+UV+VU+VV Hu” +2u.v+HvH .



Exemple el

Soit ABCDEFGH un cube d’aréte 1.

/ ’
a) Calculer BF.AH. /, e D

b) En utilisant la décomposition : BH = BF+ FE +EH, calculer : BH.CG.

Définition

Une base (7 ; 7 ; k) de l'espace est dite orthonormée lorsque les vecteurs 1, j et kK sont deux a deux

orthogonaux et de méme norme égale a 1 Sl T ; 71K et 71 K, etdeplus, M :H]H :HRH =1.

Exemple : dans le cube précédent, citer une base orthonormée de 1'espace.

Un repére orthonormé (O ; T ; 7 ; k) est la donnée d'un point O de l'espace et d'une base
orthonormée (1 ;  ; K).

Nous travaillerons dans toute la suite du chapitre exclusivement dans des repéres orthonormés.

Théoréme (utile pour le bac, et en mécanique ...)

X X
Si l’espace est muni d’un repére orthonormé (O ; T ; 7 ; K),etsiu|y| et v| ¥'|, alors :
z Z'

1) vwv u.v = = vev

En particulier, U” = (Fondamental, a bien retenir).

d g . .
u et v sont donc orthogonaux si et seulement si :

. . . . - ., — —
En particulier, deux droites de 1'espace respectivement dirigées par les vecteurs u et v sont
donc orthogonales si et seulement si :

2) Si A (xa;ya;za) et B (ws;yB; 28), alors :

vvvy AB = vee

Preuve
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Exercice 1

Soit (O ; T ; 7 ; K) un R.O.N de l’espace, et (d) et (d’) les droites qui ont pour R.P. respectives :
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X=1+t X=-1-5
(d):3y=-1+2t avec teR et(d):y=5 avec seR.
z2=2+t Z2=2+s

Démontrer que (d) et (d’) sont orthogonales.
V¥V Exercice2 ¥ V¥V (Hyper classique)

Soit A(O ; 1;2),B(1; -1; 8)et C(-1 ; 2 ; 0) des points d'un repére orthonormé (O ; T ; T . K).
Calculer AB.AC.
a) Calculer ﬁ

7 . —) —) . 7’ N
b) En déduire une mesure de (AB ; AC) arrondie au degré prés.

Exercice 3

Soit ABCD un tétraédre régulier d’aréte de longueur a, et I le milieu de [AB].
— — — —

a) Exprimer en fonction de a, chacun des produits scalaires : AB.AC et AB.AD.

b) En déduire que les droites (AB) et (CD) sont orthogonales.

Par ce procédé, on peut démontrer que les arétes opposées d’'un tétraedre régulier sont orthogonales.

II — Vecteur normal a un plan

Définition
Une droite (d) est orthogonale a un plan @ lorsqu’elle est orthogonale a toutes les droites du plan 9.
7\

Illustration : I'-\_'_:".;

|

S _| —.-
i L EEEPL A —Ii_— "y

Définition ]

Soit (9) un plan, et n un vecteur non nul de lespace.
On dit que 1 est un vecteur normal au plan (9) s’il est orthogonal & tout vecteur du plan (9).

Propriété

Soit 1 un vecteur non nul de ’espace, et (?) un plan de ’espace.
n est normal au plan (9) si et seulement si il est orthogonal a deux vecteurs u et v non colinéaires de

(9).




Preuve :

Le sens direct est évident : si 1 est normal au plan (9), alors, par définition, il est orthogonal a tous les
vecteurs du plan (9), donc en particulier, il est orthogonal a deux quelconques vecteurs non colinéaires
de (9).

Réciproquement, supposons que 1 soit orthogonal a deux vecteurs U et v non colinéaires de (9) :

Alors, (U ; V) forme une base de (9) vu que ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires.

Soit wun vecteur quelconque du plan (9) : vu que (U ; V) est une base de (9), ws'écrit comme une
combinaison linéaire des vecteurs U et v : il existe des réels a et b tels que : w = au + b V.

On veut prouver que n et w sont orthogonaux, donc on calcule naturellement le produit scalaire n.w :

!

—

w=n.(a bv) = an.u+bn.v=ax 0+ bx0 = 0car n et u sont orthogonaux, donc n.u = 0 et

=0.

5
Bl el
<]+

(oW

e méme,

Ainsi, n et w sont orthogonaux pour tout vecteur w de (%), donc par définition, n est normal a ().

Corollaire (Fréquemment utilisé en pratique dans les exercices de type bac). &

Pour qu’une droite de I’espace soit orthogonale a un plan (9), il suffit qu’elle soit orthogonale a deux
droites sécantes contenues dans (9).

Illustration

Remarque
I1 est fondamental, dans le corollaire précédent, d’avoir deux droites sécantes. Pourquoi ?

Tracer deux droites paralleles sur une feuille de papier, et avec votre équerre, mettez un coté de
I'angle droit sur 1'une d'elle, pensez-vous que le deuxiéme coté de 1'angle droit de 1'équerre soit
toujours orthogonal a la seconde droite ??7???77???7? Si vous pensez que oui, faite ?_ilvoter votre équerre !

G

Exercice important (XXL)




ABCDEFGH est un cube muni du R.ON. (A ;: AB : AD : AE).

, . , —_ — .
a) Déterminer les coordonnées des vecteurs AG, BE et ED dans ce repere.

b) Montrer que la droite (AG) est orthogonale au plan (BED).

Exercice 4

Soit ABCD un tétraédre régulier, et I le milieu de [AB].

a) Par des arguments de géométrie de collége, démontrer que la droite (AB) et le plan (ICD) sont
orthogonaux.

b) En déduire que les droites (AB) et (CD) sont orthogonales.

III- Equations cartésiennes d’un plan

Propriété XXXXL

Soit n un vecteur non nul de ’espace, et A un point de espace muni dun R.O.N. (O ; T ; 7 ; K).

1) Le plan @ passant par A et orthogonal a n est I’ensemble des points M de 1’espace tels que :

a

2a) ¥ ¥ ¥Tout plan ? ayant pour vecteur normal le vecteur n| b | admet une équation cartésienne de la
C

forme: ..o, oudeR.vvey

2b) v v vRéciproquement, si (a;b;c) #(0 ; 0 ; 0), alors 'ensemble
a

P = {Mx;y;z) /ax+by+ cz+d=0} est un plan dont un vecteur normal est n| b |. v v ¥
C

Preuve : écrite sur la feuille ci-jointe.




:"T S>'A‘ oM
2.) ( ) ¥ il (S))er/\elxg))-
ne($)& L P = 7).

Al B1¥) 2 M(E79i3) s & bov L0 < 3:
Wy-p)+<(3-¥)=

MoYo
S et o
il ) b = by ¢ "*“w?*‘)/"oo“““‘"“‘"
ne O &= w4 by = U £ c=e TP bk By TG &= (o i 1)
i, meld §) &) gt 3= i

c,&xt'w.« AL(\/)

"Jn\‘-{-\ﬁw-(("dv\\w
Z.L) (ix-rb;c)#(a{-oioj ok ( f{ML’*,")}})/W)Q-*"?#'C}{* c{":a} :

Trotion Sge SV ¢
\)U\ l\-v\ (oﬂlbib)? (0 2 ) @V‘\ixJ“ &‘»Q”AG L }{;i:'l‘wl.»hlh'-nwp\ o “‘fo

2 QL'-L " S _a’ (C\# )

i)v‘n‘ A(*—ZL:,'C:QJQ(S)] L @)ff‘%

x—‘f)&n)’ H(‘k,y,% (v),.c‘v\p-ajht._ ﬂ/)’g+\07+c?’+c{:o_

4
e o R / &
o A_f?‘(l = }) | S Arz( ; &) ‘L°%nl“kg,\ :

(GAN 33 ﬁ-Y’)/ C}‘..Hy}{‘(/é + d=o

/;,:2- —nr?:‘. .(1-{':'-)-))(0\-# Q)f&%i‘gxc: “&“F\Jy—f'c}.f&-
')WC‘ fPe Ao o P G modc b e o) \\ﬂ & Yo et pua Aok ol ot
';":-"\ t) g Nedeun mpmn A
\ &



Exemples

x— 2y +z+3 =0 est 'équation d'un plan car cette derniére, qui se réécrit sous la forme :
Lo+ (-2)y + 12+ 3 =0 est de la forme : ax +by +cz +d =0 avec: a=1;b=-2 ;c=1etd =3 et que

(1;-2;1) n'est pas le triplet nul. Mieux, le vecteur u est un vecteur normal a ce plan.

Comment trouve-t-on les coordonnées d'un point appartenant a ce plan ?

Donnez a deux des inconnues de son choix les valeurs de son choix, et en résolvant 1'équation, on
obtient la valeur de la troisieme inconnue.

Par exemple, je fais x =0 et y=0 dans la relation : x — 2y +z+3 = Oce qui donne: 0-0+z+3 = 0 donc
z = -3 et par suite, le point A(0 ; 0 ; -3) appartient au plan d'équation x-2y + z +3 = 0.

Enfin un plan contient une infinité de points !!! Par exemple, ici, B(1 ; 0 ; -4) C(-3 ; 0 ; 0)

D(4 ;2 ; -3) sont des points appartenant au plan d'équation: x 2y +z +3 = 0.!
Trouvez les coordonnées d'un autre point appartenant a ce plan !!

Remarques

Cas particuliers importants :

Le plan d’équation x = 0 correspond au PLam.........oouiiniiii i
Le plan d’équation y = 0 correspond au Plam ..........ccooiiuiiiniiiiiiiii
Le plan d’équation z = 0 correspond au PLam ..ot

Que dire de deux plans qui ont des vecteurs normaux égaux (ou colinéaires) ?

Exercice 5 (Le basique, a maitriser parfaitement).
Soit (O ; T ; 7 ; K) un R.O.N. de ’espace, et A(1 ; 0; 2),B(8; 1; -1)etC(0; 0 ; 4).

On admet que A, B et C ne sont pas alignés.

2

la) Vérifier que le vecteur n| —1| est un vecteur normal au plan (ABC).

1

16) En déduire une équation cartésienne du plan (ABC). (" Question qui tombe avec une probabilité
égale ou supérieure a 0,9999 au bac...).

2) Donner une représentation paramétrique de la droite (d) orthogonale au plan (ABC) et passant par
le point K milieu de [AC].

3) Donner la nature et les éléments caractéristiques de I'’ensemble & suivant :
P = {M(x;y;z)/x—y+zt5 = 0}

4) On appelle plan médiateur du segment [BC] le plan ./ passant par le milieu I de [BC] et ayant pour
—>
vecteur normal BC. Déterminer une équation cartésienne du plan . Z
9



Exercice 6 Soit (O ; T ; § ; K) un repére orthonormé de I’espace.
xe— b b b

;2 éfini t un plan 9.
i 01 -3; -1; 7 et C(3 ; 2 ; 4) définissen
a) Démontrez que les points A(2 ; 1 ; 3), B(-3;

= t orthogonale a 9.
b) Démontrer que la droite (d) dont une R.P. est: 4y =-3t avec te R est orthog

z=4+t

. L . o
édui : lenne de 9.
¢) En déduire une équation cartés

d) Soit D(1 ;0 ;5). Les points A, B, C et D sont-ils coplanaires ? Justifier.
ol ;0 5 5).

: i i tion de (d) et de 9.
e) Déterminer les coordonnées du point H intersec

IV- Projeté orthogonal

A’ Projection orthogonale d’un point sur une droite

~ Le projeté orthogonal d'un point M sur une droite d est le point d'intersection H
de d avec le plan passant par M et orthogonal 3 d.

Remarques: e plan passant par M et orthogonal 3 d est unique.
e Lorsque M € d, le projeté orthogonal de M sur d est le point M.

Propriété - Définition

- Le projeté orthogonal H d’un point M sur une droite d est |e point de d le plus proche de M.
On dit que MH est I3 distance du point M 3 Ia droite d.

Démonstration

*SiM € d, alors MH = 0 et H estle point de d le plus proche de M. d
*SiM ¢ d, alors pour tout point M’ de d, le triangle MHM’
son hypoténuse est le coté |e plus long soit MM’ > MH.
Donc H est le point de d Je plus proche de M.

W
est rectangle en H, donc

B' Projection orthogonale d’un point sur un plan
Définition
~ dlle pbrojeté orthogonal d'un point M sur un plan @ est le point d'intersection
H du plan % et de Ia drojte passant par M orthogonale 3 .

Remarque : lorsque M € @, [e projeté orthogonal de M sur % est le point M.

Propriété - Définition

~ Le projeté orthogonal H d’un point M sur un plan % est le

point de & le plus proche de M.
On dit que MH est |a distance du point M au plan %. ;

10

10



11

Démoanstration

*SIM e P, alors MH = 0 et H est le point de %
proche de M,

*SI M P, alors pour tout point M’ de
MHM’ est rectangle en H, donc son hyp
coté le plus long, soit MM’ > MH.

Donc H est le point de % e plus proche de M.

le plus

P, le triangle
oténuse est le

Exemple

Dans le pavé droit ABCDEFGH, ci-contre, déterminer :

a) Le projeté orthogonal du point H sur le plan (ABC).

b) Le projeté orthogonal du point E sur la droite (CG).

Exercice 7

Soit (O ; T; 7 ; K) un R.O.N. de I’espace.

-3
Soit (d) la droite passant par A(1 ;-2 ;1) et de vecteur directeur ull l|etB(-15 ; =10 ; 4).
4

On se propose de déterminer les coordonnées du point H, projeté orthogonal de B sur la droite (d).
a) Donner une équation cartésienne du plan ¢ passant par B et orthogonal a (d).
b) En déduire les coordonnées du point H.

¢) Calculer la distance du point B a la droite (d).

Exercice 8
Soit (O ; T ; 7 ; K) un repére orthonormé de I'espace.

4

Soit & le plan passant par A(3 ; 1 ;-2) de de vecteur normal n| 6
3

a) Donner une équation cartésienne de <.

b) En déduire une équation cartésienne du plan &', paralléle a P et passant par le point B(-5 ; 0 ; 7).

11
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Exercice 9

Soit A(1; -5; 3),B(2; -4 ;4),C(-1 ;-2 ;2) et D(18 ;-3 ;25).

1. a. Démontrer que le triangle ABC est rectangle en A.
b. Déterminer l'aire du triangle ABC.

2. a. Démontrer que le vecteur n(—4 ;-1 5) est orthogonal
aux deux vecteurs AB et AC.

b. En déduire une équation du plan (ABQ).

¢. Vérifier que le point H(-2; -8 ; 0) est |e projeté orthogonal
de D sur le plan (ABQ).

3. a. Déterminer la distance du point D au plan (ABC).
b. Calculer le volume du tétraedre ABCD.

V-Positions relatives d'une droite et d'un plan de l'espace

A-Position relative d’une droite et d’un plan de Uespace

Une droite et un plan de l'espace sont soit sécants et ont alors un unique point d'intersection, soit

paralleles et n'ont alors aucun point d'intersection.

' Droite et blan sécahté = Droite et plan paralléles
a5 H G H G
P e 74 -l e/
’ D ‘IJC D‘/ &
“é =K 8

A

La droite (EC) et le plan (ABC) | La droite (EG) et le plan (ABC) | La droite (AC) est‘contenue
sont strictement paralleles. dans le plan (A BC).

sont sécantsen C.

Propriété (admise)

Soit (d) une droite de vecteur directeur w, et ¢ un plan de base (U ; V ) et de vecteur normal 1.
1. vv v (d) et ? sont paralléles si et seulement si les vecteurs W etn SOnt .ovveeeereeennnnn,
2. (d) et ? sont sécantes si et seulement si les vecteurs W e£n ne sont pas ....................
On a aussi les deux régles suivantes moins utilisées :

1bis. v v ¥ (d) et 9 sont paralléles si et seulement si les vecteurs u, Vet WSONt ..ovvveeveenn..

2bis. (d) et 9 sont sécantes si et seulement si les vecteurs U, V et wne sont pas ....................

12
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* % est un plan de direction (U, V) et d est une droite de vecteur directeur w.

u, v, w sont coplanaires : d et % sont paralléles. U, vV, w ne sont pas coplanaires.
d est strictement parallelea%. | d est contenue dans %. ' d et P sont sécants en M.
d X
o oSt . =
L i T | S

¥ / z = A il £ M~ /d
‘ 9P, u ap, - u P, u >

Remarque : dans les exercices, sans vecteurs, lorsqu'on voudra justifier qu'une droite (d) et un plan ¢
sont paralléles, il suffira donc de justifier que la droite (d) est paralléle a 1'une des droites contenues

dans le plan 9.
On procédera essentiellement de facon vectorielle.

Exercice 10

ABCDEFGH est H G
le parallélépipede :
rectangle représenté E : F
ci-contre, f T ey
[ et J sont les points \D """""""" C
définies par Al = l/Tﬁ 'g"’x
4 A B

et DJ — 'DH.
3

; —_— — — .
a) Démontrer que les vecteurs IJ , BC et BF sont coplanaires.

b) En déduire que la droite (IJ) et le plan (BCG) sont paralléles.

B- Position relative de deux plans de l'espace

Rappel : En géométrie dans l'espace, deux plans sont strictement paralleles lorsqu'ils n'ont aucun point

en commun, confondus lorsqu'ils ont tous leurs points en commun.

Deux plans sont dits sécants lorsqu'ils ne sont ni paralléles ni confondus.

|Deux plans sécants se coupent (toujours) suivant une droite.|

Illustration : Plans paralléles

Plans sécants

Les plans (ABC) et (ABD) sor=

Les plans (EBC) et (FBC) sont |+ Les plans (ABC) et (EFG) sont
confondus.

sécants suivant la droite (BC). strictement pa ralléles.

4190



Quelques exercices issus de textes de baccalauréat

Exercice I

On considére le prisme droit ABFEDCGH, de base
ABFE, trapéze rectangle en A,
On associe 4 ce prisme le repére orthonormé

[A: TTE tel que:

—_— 1—-—- —_—
I

== AB, =
1 1

_— 1=
De plus on a BF ==AE.

On note | le milieu du segment [EF].
On note | le milieu du segment [AE].

1. Donner les coordonnées des points 1 et ].
-1
2. Soit n le vecteur de coordonnées | 1
1

a. Montrer que le vecteur 7 est normal au plan (IG]).
b. Déterminer une équation cartésienne du plan (1G]).
3. Déterminer une représentation paramétrique de la droite d, perpendiculaire au
plan (1G]] et passant par H.
4. On note L le projeté orthogonal du point H sur le plan (1G]).
4 16
3" 3)
5. Calculer la distance du point H au plan (1G]).

8
Montrer que les coordonnées de L sont [E ;

6. Montrer que le triangle 1G] est rectangle en L

7. En déduire le volume du tétraédre IGJH.

On rappelle que le volume V' d'un tétragdre est donné par la formule :

1
V= 3 = [aire de la base) = hauteur.

14
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Exercice Il (métropole 2022)

Dans |'espace rapporté a un repere orthonormé [O ; T, T, Tk.], on considere :
« le point A de coordonnées (-1; 1; 3),

x = 1+2¢
+ la droite 2 dont une représentation paramétriqueest:{ y = 2-t¢, [(€R.
= 242t

On admet que le point A n'appartient pas a la droite 2.

1. a. Donner les coordonnées d’un vecteur directeur u de la droite 2.
b. Montrer que le point B(-1; 3 ; 0) appartient a la droite 2.
c. Calculer le produit scalaire AB-u.

2. On note 22 le plan passant par le point A et orthogonal a la droite &, et on appelle H le point
d’'intersection du plan 22 et de la droite &. Ainsi, H est le projeté orthogonal de A sur la droite
D.

a. Montrer que le plan 22 admet pour équation cartésienne : 2x— y+2z—-3=0.
7 19 16
b. En déduire que le point H a pour coordonnées (§ ; - ; r

c. Calculer la longueur AH. On donnera une valeur exacte.

r

3. Dans cette question, on se propose de retrouver les coordonnées du point H, projeté orthogonal
du point A sur la droite 2, par une autre méthode.

On rappelle que le point B(—1; 3; 0) appartient a la droite & et que le vecteur U estun vecteur
directeur de la droite 2.

a. Justifier qu'il existe un nombre réel k tel que HB = ku.
AB-u

—i2
||

c. Calculer la valeur du nombre réel k et retrouver les coordonnées du point H.

b. Montrer que k =

4. On considere un point C appartenant au plan 22 tel que le volume du tétraedre ABCH soit égal

.8
a-—.
9

Calculer I'aire du triangle ACH.

1
On rappelle que le volume d'un tétraedre est donné par: V = 3" 9B x h ou %8 désigne l'aire

d'une base et h la hauteur relative a cette base.
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Exercice IIl

—_— o —

Lespace est muni d'un repére orthonormé [U vl a k ]
On considére les trois points A(3; 0; 0), B(0; 2; 0) et C(0; 0; 2).

L'objectif de cet exercice est de démontrer la propriété suivante :
« Le carré de I'aire du triangle ABC est égal a la somme des carrés des aires des trois autres
faces du tétraedre OABC »,

Partie 1 : Distance du point O au plan (ABC)

1. Démontrer que le vecteur T{{z ; 3, 3) est normal au plan (ABC).
2. Démontrer qu'une équation cartésienne du plan (ABC) est: 2x+3y+3z-6=0.
3. Donner une représentation paramétrique de la droite d passant par O et de vecteur
directeur n.
4. On note H le point d'intersection de la droite d et du plan (ABC).
Déterminer les coordonnées du point H.
V22

3
5. En déduire que la distance du point O au plan (ABC) est égale 4 TH

Partie 2 : Démonstration de la propriété

1. Démontrer que le volume du tétraédre OABC est égal a 2.
2. En déduire que l'aire du triangle ABC est égale a +/22.

3. Démontrer que pour le tétraédre OABC, « le carré de l'aire du triangle ABC est égal
i la somme des carrés des aires des trois autres faces du tétraédre ».

1
On rappelle que le volume d’un tétraédre est donné par VV = EE » h ol B est I'aire

d'une base du tétraedre et & est la hauteur relative a cette base.

Définition
On se place dans 1’espace muni d’un repére orthonormé (O ; 1 ;  ; k).
Soit 2 un point de ’espace, et r un réel positif.

La sphere de centre €2 et de rayon r est I’ensemble de tous les points M de ’espace tels que QM = r.

16
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Illustration :

Propriété (a la frontiére du programme)
Dans un repére orthonormé (O ; 1 ; 7 ; k), soit 2 un point de 'espace, et r un réel positif.
La sphere de centre €2 et de rayon r a pour équation réduite :

Exemple : Déterminer 1’équation réduite de la sphére . de centre Q(1 ; 2 ;-1) et de rayonr = 3.
Le point M(2 ; O ; -1) appartient-ila .~/ ?

Trouver les coordonnées du point diamétralement opposé sur .~ au point K(1 ;2 ;-4). On commencera
par vérifier que K appartient a .~

Exercice IV
L'espace est muni d'un repéere orthonormé (O ; _f, 7, Tc’]
On considere les points A(5; 0; —1),B(1; 4; —1),C(1;0;3),D(5;4; 3) et E(10; 9; 8).

1. a. Soit Rle milieu du segment [AB].

—
Calculer les coordonnées du point R ainsi que les coordonnées du vecteur AB.

——
b. Soit 22, le plan passant par le point R et dont AB est un vecteur normal. Démontrer
qu’'une équation cartésienne du plan 2, est:

x—y—-1=0.

c. Démontrer que le point E appartient au plan 2, et que EA=EB.
2. On consideére le plan 2%, d’équation cartésienne x—z—2 =0.
a. Justifier que les plans 27 et 2%, sont sécants.

b. On note A la droite d’intersection de 27, et %,.
Démaontrer qu'une représentation paramétrique de la droite A est :

X = 2+t
y = 1+t (teR).
z = t

3. On considere le plan 22; d’équation cartésienne y+z—3 = 0.

Justifier que la droite A est sécante au plan 2?5 en un point Q dont on déterminera les
coordonnées.

Si S et T sont deux points distincts de 'espace, on rappelle que I'ensemble des points M de 'es-
pace tels que MS = MT est un plan, appelé plan médiateur du segment [ST]. On admet que les
plans 271, 2% et 27; sont les plans médiateurs respectifs des segments [AB], [AC] et [AD].

4. a. Justifier que QA=0B=0QC=QD.

b. En déduire que les points A, B, C et D appartiennent a une méme sphére dont on
précisera le centre et le rayon.

17



Exercice V L'espace est muni d'un repere orthonormé (O; ?, T, _k')
On considére :
¢ lepointA(l; —-1; —-1);
¢ leplan 27, d'équation:5x+2y+4z =17,
+ leplan 22, d’équation: 10x+ 14y +3z = 19;

« ladroite & de représentation paramétrique :

x = 1+2t
y = -t ol tdécrit R.
z = 3-2t

1. Justifier que les plans &2, et 2% ne sont pas paralleles.
2. Démontrer que 2 est la droite d'intersection de 22, et 2,.
3. a. Vérifier que A n'appartient pas a 2;.
b. Justifier que A n"appartient pas a Z.
4. Pour tout réel t, on note M le point de & de coordonnées (1 +2t; —t; 3—21).
On considere alors la fonction f qui a tout réel t associe AM?, soit f(t) = AM?.
a. Démontrer que pour tout réel £, ona: f(r) = 91> — 181+ 17.
b. Démontrer que la distance AM est minimale lorsque M a pour coordonnées
3;-1;1).
5. On note H le point de coordonnées (3; —1; 1).
Démontrer que la droite (AH) est perpendiculaire a 2.

Exercice VI (Métropole 2011)

—_ —
Lespace est muni d'un repére orthonormal (O, , 1, k.
Partie A - Restitution organisée de connaissances

On désigne par 2 le plan d'équation ax+ by +cz+d = 0 et par M le point de coordonnées (xo ; yo ; o). On
appelle H le projeté orthogonal du point My sur le plan 22.

On suppose connue la propriété suivante :

Propriété: Le vecteur nN=ai+ b_f + ¢k estun vecteur normal au plan 2°.
Le but de cette partie est de démontrer que la distance d (My, 2?) du point My au plan 22, c’est-a-dire la
distance My H, est telle que

|ax0+byg+czo+d|
- va?+b?+c?
1. Justifier que |; MDH| = MoHV a?+ b? + 2.

d (M, &)

2. Démontrer que - MyH =—axp— by — czp—d.

3. Conclure.

Partie B

On désigne par A, B, C, F les points de coordonnées respectives (4; 1;5), (-3; 2; 0),
(1;3;6), (=7;0; 4).

1. a. Démontrer que les points A, B, C définissent un plan 2 et que ce plan a pour équation cartésienne
X+2y—-z-1=0.

b. Déterminer la distance d du point F au plan 22.
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Exercice VII

Par définition, la distance entre deux droites non coplanaires de I'espace, (d,) et (da) est
lalongueur du segment [EF], ot1 E et F sont des points appartenant respectivement a (d,)
eta (dq) tels que la droite (EF) est orthogonale a (d)) et (do).

_._;._;J

Lespace est muni d'un repére orthonormé [O; t, 1, k

1
Soit (d)) la droite passant par A(1; 2; —1) de vecteur directeur _z-:f 2| et (d2) la droite
0
x = 0
dont une représentation paramétriqueest:{ y = 1+t ,teR.
z = 2+t
1. Donner une représentation paramétrique de la droite (d, ).
2. Démontrer que les droites (d)) et (d2) sont non coplanaires.
2
3. Soit 22 le plan passant par A et dirigé par les vecteurs non colinéaires u) et w|-1].
1

Justifier qu'une équation cartésienne du plan @ est: —2x+ y+5z+5=0.

4. a. Sanschercher acalculer les coordonnées du point d'intersection, justifier que
la droite (d>) et le plan 22 sont sécants.

b. Onnote F le point d’intersection de la droite (d>) et du plan 22,

] 2
Vérifier que le point F a pour coordonnées (0 HE 3 ;= 5)

Soit () la droite passant par F et de vecteur directeur E On admet que les droites () et

2 4
(d,) sont sécantes en un point E de coordonnées (—; : _5 : —1).

5. a. Justifier que la distance EF est la distance entre les droites (d)) et (d2).
b. Calculer la distance entre les droites (d,) et (d»).

Exercice VIII Pour chacune des affirmations suivantes, indiguer si elle est vraie ou fausse.
Chague réponse doit étre justifiée. Une réponse non justifiée ne rapporte aucun point.
Dans cet exercice, les questions sont indépendantes les unes des autres.

Les quatre affirmations se placent dans la situation suivante :
Dans l'espace muni d'un repére orthonormé [0 s, fk ], on considere les points :

A2;1;-1), B(-1;2;1)et C(5;0;-3).
On note 22 le plan d'équation cartésienne :
x+0y—2z+3=0.
On note % la droite de représentation paramétrique :
{ X = —t+3
¥y = t+2 ,teR.

z 2r+1

Affirmation 1 :
1

Le vecteur 1 | 0| est normal au plan (OAC).
2

Affirmation 2 :

Les droites 2 et (AB) sont sécantes au point C.

Affirmation 3 :

La droite 2 est paralléle au plan 22,

Affirmation 4 :

Le plan médiateur du segment [BC], noté (2, a pour équation cartésienne :

Jx-y-2z-7=N0.

On rappelle que le plan médiateur d'un segment est le plan perpendiculaire a ce segment
et passant par son miliewu.
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Exercice en rab

On considére un repére orthonormé [A ; T T E] de l'espace dans lequel on place le
points

B(4;0;0), D(0;4;0), E(0;0;4)

et les points C, F, G et H de sorte que le solide ABCDEFGH soit un cube.

™N H G
!
“
*
I\\.I
E t . F
| RS
I M
] \\
I ~
1 S
I ~
I ~.
] '\\
I ~
3] ___JC
K .’
T »
I
A = B

1. Donner les coordonnées des points C, F, G et H.

2. On considére le point I milieu de 'aréte [EF].
Montrer qu'une représentation paramétrique de la droite (IC) est donnée par :

x = 242t
y = 4t outrel.
z = 4-4¢

3. On désigne par 22 le plan orthogonal a la droite (IC) passant par le point G, et par
JI'intersection de 2# avec (I1C).

a. Démontrer qu'une équation cartésienne du plan 22 est donnée par:
x+2y-2z-4=0.

28 20 16
b. Justifier que J a pour coordonnées (? g ?]

Que représente ] par rapporta C?
c¢. Vérifier que le point K(0; 2; 0) appartient au plan 22.
d. Justifier que (BK) est l'intersection des plans 22 et (ABC).

xh |
, ol

4. Onrappelle que le volume d’'une pyramide est donné par la formule V =
B est'aire d'une base et h la longueur de la hauteur relative a cette base.

Déterminer le volume de la pyramide CBKG.
En déduire que l'aire du triangle BKG est égale 4 12.
Justifier que la droite (BG) est incluse dans 2.

On note I' un point de I'aréte [EF], et P' le plan orthogonal 2 la droite (I' C)
passant par G.

Peut-on affirmer que la droite (BG) est incluse dans P'?

20
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On considere un cube ABCDEFGH. Le point I est le milieu du segment [EF], le point ] est le
milieu du segment [BC] et le point K est le milieu du segment [AE].

A

1. Les droites (Al) et (KH) sont-elles paralleles? Justifier votre réponse,
Dans la suite, on se place dans le repére orthonormeé (A 5 E, KB, ATQ)

2. a. Donner les coordonnées des points [ et ].
b. Montrer que les vecteurs T, AE et AC sont coplanaires.

On considere le plan & d’équation x+ 3y —2z + 2 — 0 ainsi que les droites d; et d» définies
par les représentations paramétriques ci-dessous :

X = 3+t X = 4+t
di:{ y = 8-2t ,teR et dy:{ y = 1+t ,teR.
z = —-2+3t z = 8+2t

3. Lesdroites d) et dy sont-elles paralleles? Justifier votre réponse.
4. Montrer que la droite d> est parallele au plan 22,

5. Montrer que le point L(4; 0; 3) est le projeté orthogonal du point M(5; 3; 1) sur le plan
.
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