« Ce que nous savons est une goutte, ce que nous ignorons est l'océan. » Isaac Newton
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So.it fune ffmction définie sur un intervalle 7non réduit & un point.
Soit a un réel appartenant a Z et k un réel non nul tel que a + h appartienne a .
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On appelle taux d’accroissement de fentre a et a + h, le réel égal a : &( o+ R) -3 o) c o= R-a (B
P = X - Q
e R
grag jue d o y (}J't(LQu~v »
. -
g(q.\a' o =0 Qo dotke
s k2 g M Cand) i

¥ racorfa do R .
e coeton Wrnore de @N) © e

) 1 I~ L ool > e e
On dit que fest dérivable en a lorsque le taux d'accroissement m admet un nombre
réel pour limite lorsque % tend vers 0 (c’est-a-dire que k devient aussi proche de 0 qu'on veut
sans jamais valoir 0).

Ce nombre réel est appelé le nombre dérivé de fen a ét on le note : f'(a).
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On retiendra donc que lorsque f est dérivableena: f'(a)= {1_31
> fest dérivable sur l'intervalle /signifie que fest dérivable en chacun des réels x appartenant & /
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> Enfin, lorsque fest dérivable sur l'intervalle 7 la fonction dérivée de f, notée f
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réel x, f'(x) =2x.
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Soit f1a fonction inverse, c'est-a-dire la fonction définie pour tout réel x non nul par: f(x) = -
dérivable sur R* et que

(octR)

En effectuant le méme procédé qu'a l'exemgle 15 0?\ montre /{acilement :q:ef est

pour tout réel x non nul : &L:m?\\- Dl s T e T o Gad)
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n intervalle 7 et dérivable en un réel a appartenant a I.
ve de f dans un repére (0 ;T ;7) du plan.
t ppartenant aCr:A(a;f(a)).

mme coefficient directeur le nombre f '(a) est appelée
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Eixercice 1

Dans le repére orthogonal donné ci-dessous, ¢, est la re ésent )

tiof hique d fonction
définie et dérivable sur [0;30]. 4 9
La tangente a la courbe €y au point A d'abscisse 0 passe par le point B (5 ; 0).
La tangente a la courbe €r au point C d'abscisse 11 est paralléle a I'axe des abscisses.
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s Lire graphiquement les valeurs de £(0), f/(0) et f'(11).
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Ainsi 74 a pour équation réduite : y =f'(a)
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{ i ’est-a-dire :
xx + f(a) -f'(a) xa=f"la)xx—{'(a)"® +f(a) C©
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— Nom de la fest définie sur : festdéfinie | fest dérivable sur : Ft'mct.ion dé.rivé8 i
3 Jonction f par: définiepar: =
|- Constante R f(x) =k otk R Ji(x)=
- est un réel ———
= Tdentité R f(x) == R fi(x)= A
B Affine R f(x) = ax+b R fi(x)= &
— ot a et b sont
| deux réels
E_ Carrée R f(x)=%* R f(x)=d= |
| Puissance R Jtx) = x" avec R )=
| entiére n entier e MA
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cceur sans aucune hésitation, on s'en servira toute l'année et

fonctions ! Il évite d'avoir recours aux taux
] e précédent.

¢ t en fait la ligne fonction constante et identité.

k, on a une fonction affine constante avec

: =0, donc g'(x)=1.

lans les exercices :

et de conclure (ici, e = -1 et

.eGnocar% = 0: par-

m_.‘\.,j-:-l‘acine carrée n'est

- !"') lorsque h

LLTTTTTTTTTTI ]




@ onee H2O
cora )

Or, ici, f(0+h)-f(0)=f(h)—f(0)=JZ-J6=[;.__ % L 1

h h h h Jixdh vk
[ A 0,01 0,0001 0,000001 0,0000000001
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Ce tableau devrait légitimement vous convaincre que lorsque k se rapproche de 0 par valeurs

vl

supérieures, la quantité ﬁ devient "de plus en plus grande”, et qu'elle finit par étre supérieure a

5

n'importe quel réel arbitrairement fixé, bref que : iml =+400.
i Nk

Vu que + n'est pas un nombre réel, il en résulte que la fonction racine carrée n'est pas dérivable en
0.
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Soit u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle Z et k un nombre réel.
On note u'et v'les dérivées de chacune de ces deux fonctions.

1) Dérivée d',

(O+v +wsV= ¢
Exemple : fest définie sur R par '

fi(x)= x+S
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Exemple: fest définie sur R par: f(

Ona: f'(x)=
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Dehol: | A GeY =l 2 G | L J@H) | [ L@t

AY % [-¢) (a2 e+ ? | L 2lavactad2)
5) Dirivéa d' Sliine e Bin Lnee
i - |
Y N\
8i la fonction v ne s'annule pas sur 7, alors -“f est dérivable sur feton a: (%) = ‘."_"_VTI.;-:‘-—-
B 6" 6" Attention a l'ordre des termes dans la soustraction !!!!
- u'v = uv' ce n'est pas la méme chose que uv’ —u'v 1111
i . 2x+1
ks Exemple : f définie sur R - {1} par: f(x) = =3
a) Calculer sous forme simplifiée f'(x).
¢ b) La courbe représentative de la fonction f admet des tangentes horizontales ? Justifier.
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: X t dérivable sur un intervalle /de R.

poes.

I,m alors fest 8 nwanxs. L
alors fest . LonalRCS. IL

I,m alors fest . CLomnGsoke.. L —\

variation d’une fonction dérivable sur
s -4 3 \
B _hudie.. Qo seme. 0. R
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ur R par : g(x) =« + x + 1
par: f(x) = (-2x+1)e* .
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Réciprogque du principe de Lagrange
Soit fune fonction dérivable sur un intervalle /.
On admet que :

o Si fest croissante sur Pintervalle I, alors pour tout nombre réel x appartenant a I, f'(x)20.
o Si fest décroissante sur Pintervalle I, alors pour tout nombre réel x appartenant a I, f'(x) < 0.
o Si f est constante sur Pintervalle I, alors pour tout nombre réel x appartenant a I, f'(x) = 0.

Exercice $

fest une fo
On sait que

nction dérivable sur &.
f(-1) =4 et que la courbe de f

est tracée la Courbe représenlahl la dérivée [’ de la fonction f.

passe par le point A0 ; 1)

Ci-dessous,
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onentielle vue en classe de
e t d'un usage régulier en

R et vérifie :
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La courbe nprésenun've del

'exponentiel.le passe donc par les points : A(0; 1) et B(1;e).
SIS
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g°-.A etl=¢e
xponcnticllc prend uniquement des valeurs stricte
olle ne s'annule pas sur B! ement

&.20..La fonction €

Pour tont réel x.
lier, la fonction cxp(mcn(i

ositives. En particu

])
« Pour tous réels xety. onas e i G’é vy
e
« Pour tout réel x. e === VY
ez =
« Pour tous réels x ety yeerd=—"m Y¥Y
] o
2% M
e Pour tout entier relatif n et tout réel x, ¥V (eX)t =< vy
k> CoA 53 =z = = oc
F3 Q 2
e Pour tout réel x, ¥¥ VeX = < vy o \f—:/&d = € = & x
X\ 2
(@%)* & x>0 dcde* - &
Ces précédentes relations sont i
A connaitre dans les deux sens ’
de part et d’autre du signe = !!

Au chapitre suivant (raisonnement réc
urre
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Enfin (sera revu dans le paragraphe suivant) :

Pour tous réels a et b, la fonction f définie sur Rpar : S(x) = e"**b o5t dérivable sur R et pour tout réel
xona: VY f'(x) =ae*tbyy

s [ =4
| Cas particulier fréquemment rencontré : Si flx) =ex,alors f’(x) =7.& = ( Q*)
Exercice 4
- +1)?
~ 1) Simplifier 'expression suivante définie pour tout réel x : A(x) = (f#
j 2L 3 4 &2
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x -2 x €

L] 2
Bl=c) -
A-ksﬂ—%\ 4
gl = x_‘,":— | R x & N ;’ge—n«h
‘Q,’_‘{'!

nclionfdéﬁnic par f(x) = ;7;1__’

Cb/ 2a) Déterminer I'ensemble de définition de la fo!
25) Résoudre dans R I'inéquation suivante 1o et 20,

’ 2+
3) gestla fonction définie par :g(x) = ._;(‘7“-"‘
1 définie sur R.

)=1+2¢

a) Justifier que § est bier
b) Montrer que pour tout réel x, g(% R
¢) Etudier le sens de variation de g sur R.
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Soit a et b des nombres réels. a“—_{‘;w:_-
On considére une fonction f définie sur [0 ; - > par : —1
f(x) = . | (i
) Y™ ! 1
La courbe €, représentant la fonction f dans un repére orthogonal est donnée ci- 1
dessous. 7{
La courbe , passe par le point A(0;0,5). La tangente a la courbe ¢, au point A s
passe par le point B(10; 1). _T'
| = \‘i
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La fonction composée de u par

par {(fou)a) = fluce)). J(on dit encore u suivie def), n:;é; fo‘:) fl:—e Srond u), est la fonction définie sur [
J

Le schéma fonctionnel suivant résume la situation : <+~ 2

Krdon 09 Bin)

Soit f1a fonction définie sur R par: f(x) = € et ula fonction définie sur R par: u(x) =x°.

JS© u est bien définie sur R et pour tout réel x, (fo u)(x) =. SLMDCD=8L;C‘7 o

Cet exemple montre que lorsque fou et uof existent, on a en général, fou =uof.
On dit que la composée de fonctions n'est pas commutative.

Déterminer de méme go v od g et v sont les fonctions définies sur R par:g(x) = 23 et v(x)=x+4.
| (%OV‘ ) = 8(\!(&5\ = %L‘:( ) = (1.\.\{\3

Propriété (dérivation des fonctions composées)

2
3 x =
= La fonction uo f est également bien définie sur R et pour tout réel x, (uo f)(x) = A(S L.L?LD. za\e ) =Leé

Soit u une fonction définie sur un intervalle I et fune fonction définie sur un intervalle J tel que pour tout réel x
appartenant a I, on ait u(x) qui appartienne a J.

Si u est dérivable sur e I et fest dérivable sur J, alors la fonction g = fo u est dérivable sur I, et pour

sens de variation de h sur

0 8 1S 5%
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 désigne une fonction dérivable sur un intervalle I.

'
1) La fonction e" est dérivable sur [ et : ¥ (e") = A.X’Q,u ......... vy

Preuve : e¥=f o u, ou fest la fonction exponentielle qui est dérivable sur R: donc pour tout réel x,
fix)=e et f'(x) =fix) =e~
Grace i la propriété précédente, on a :

) (x) = ° W& '(-(x))x-'(x)=d"" xu'(x) =u'(x)xe‘“

ceeur.

Pour tout réel x appartenant a I, (e"
Par suite on a bien le résultat voulu que l'on retiendra par

i &y Démontrer que Ia fonction f définie sur J0 1+ par : f{*)
i endédnixelewdevuilﬁondefmr]();-kwl.

= e“% est dérivable sur 10 ; +<of, calculer sa

0n considére la fonction g

fix)=(ax?+bx+c)e™ des

~ réels fixés. P o
cou N\LA

v k\_\\—t\ \f }

dérivée, et

> i . -2'5 \ji 0
c’

§ s ,

05

e de ¢
I de toutes ces informations, retrouver les valeurs

étres a, b, c et k.
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; ) " érivable sur et ona:
1, alors, pour tout enticr naturel n, u” est dérivable sur [ ¢t on a
, alors

AL ¢ ANt KML&\B\\

2) Si uest dérivable sur un intery alle

',..-—-—" > Tapte % )
vy m) 51‘.l;;ﬁi&g%ﬁ‘h-a u 'y
: L VEUTUL
Cette relation reste vraie lors
sur /!

que n est un entier relatif & condition que la fonction u ne s'annule pag

Preuve : on applique la propriété de dérivation des fonctions composées en composant la foncti(;n upar la
fonction f déf,i,nic surR par: f(x) = x™ : fest dérivable sur R et pour tout réel x, f'(x) = nx""" .

-
Donc pour tout réel x appartenant & I, (u)'(x) = (f © w)'(x)=f "(u(x)) x w'(x) = nfufx))*'x u'(z).
Donc (u,.) '=nurlu’, i

W (Ms)l = 3) AL 2 ‘1“’ = 3)1)1-4)

Calculer les dérivées de fonctions f et g suivantes :

fest définie sur R par : f(x) =(4¢,-'-Sx'-0'x+l)‘ ; g est définie sur R par:g(x) = (e” +X"—X+I)J

SL‘DL) = Lx))l‘ el A lx) = %(:() = (Jul()\ & el o) = 'QJ:. X2o%4|
M) = A= 40+ %’Laﬂ = 3w
R = boxad(x) i) ) = ~e* v 2x =4

$x) « Llxz-(pxcaa) x (x> 5Py 5 00)3 Al = 3(~e™ yrc-)( Q“x+x’~_x*\\z

8) Si u est une fonction dérivable sur un intervalle / et & valeurs strictement positives sur 7 (c'est-a-
dire que pour tout réel x appartenant & 7, u(x) >0), alors la fonction ﬁ définie sur Jpar:

Pour tout réel x appartenant a VA (\[;)(x)= Vu(x) est dérivable sur Zet on a :

ela Propriété de dérivation des fonctions composées en composant la fonction
sur [0; +oof par : f(x) =\[x : fest d

érivable sur J0 ; +oof et pour tout réel x,

al N;)'(x) =(fo u)'(x)=f’(u(z))xu'(x) = 1

mx—) xu'(x).

02) =N et derivable sur 1.1 +oo[, puis calculer sa

| r.‘.l-] L B

|
|
L
|
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II- Dérivées successi ' ; |
- N . B “
A4-Dérivées successives —
-
Définition —1
1 3
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle et f"sa fonction dérivée. - lL
Sif"est dérivable sur Z on dit que fest deux fois dérivable sur Z et la dérivée de la fonction flest 4'-=—‘\'—*
appelée la dérivée seconde de f. — _—T-*
W
e b o
N | |
Cette dérivée seconde est notée : f "avec: f"= ( % ) - i“’l‘“"r
“‘—_ﬂ
i T = () =L +5 7-1_‘—1
Exemple : fest définie sur R par f(x) = 2¢° +5x3. i 1) = o
el =
L 1 . v—l——O—‘i
Méme travail P Hdr 36" =
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fonction du temps, la fonetion t+ f' (1)
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¢ d'une fonction fsur un intervalle, revient & déterminer sur quel(s) intervalle(s) contenus dans

intervalle, cela ne veut pas dire pour autant

.
:‘ Remarques : la ALY précédente permet, en observant la position de la courbe de f ach
S : » rbe de
B tangentes sur I, de dét graphiq Nk comraibda gt L par rapport & chacune de ses
E
el Visuellement, une fonction convexe s i
\’\\ fonction concave par une courbe en f::m“:;: :::;n:m représentée par une courbe en forme de "creux", et une
 Auention :
: une fonet; i i §
S~ i o oon:a:::n,::‘;:ft“ ni convexe, ni concave sur un intervalle : c'est le cas de la fonction cube qui n'est
\
g Illustration T
[~~~
P~ = >
. N
\-
\
E 1
P~
| e
— 1
-
e
E
T
|- La fonction cube dont le graphe est ci-dessus pest ni convexe, ni concave sur R.
j: Néanmoins, on peut dire que 1a fonction cube est .cEfCG e sur lintervalle .\~ 0‘?.;.0.—).. et qu'elle est
| . SRR sur I o. L2, + oL
|
| L qu'elle est
.

non convexe et non concave sur 05 21
A

ol

ion f sur lintervalle [-2 ; 7] dontle graphe est
o 8an L AR |
concowe. ||
i o
29 4 .)A.\..\EL',Sl'-%"‘*‘ | |
‘ ComVeXxe - |
oMLs'v RX"& ok ‘
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Définition (point d'inflexion)

dérivable sur un intervalle

Soit fune fonetion
Soit @ un réel appartenant al

Cyest appelé poin

I, on note Gy

la courbe représentative de la fonction f.

5 : 9 int, la courbe C; traverse s
¢ d'inflexion lorsque en ce point, S  tangeny,,

i f(a)) de

Le point A(a

i Tl o o Pl 11+ Bagemen oo i e
Be a ou l'inverse ;

La courbe 6 est au-
Illustration

Le point A(3 ; 2) est un point d'inflexion de Cy.

5
S HL I
= : e (C/ i

Dans le repére ci-dessous, ‘¢ est la courbe
représentative d'une fonction f définie sur l'intervalle

dessus de la tangente T
en A, puis au-dessous,

Convexe
4
A=D o]

Concave wile, . w

| sLu4) § ek oncase

& 2 !
s T4 B) ¢ gk e

[-4;25]. e (-3 2) ek aum
Lire graphiquement le point ou les paints d'inflexion e o ok =/
de la courbe ‘€. P " A€ AN
2
Etudier la convexité de fsur [4 ; 2,5].
e =% 2-Convexité et dérivées (paragraphe le plus utile pour résoudre les exercices de type bac).

Propriété 2 (admise)

Soit fune fonction dérivable sur un intervalle /

fois dérivable sur I, on a le crit:
éde fsur I:

ére bien pratique suivant qui permettra algébriquement,

i et seulement si pour tout réel appartenant a I, f"(x) >0. vwwv
fie -seulement si pour tout réel x appartenant a I, f"(x) <0,

vvey

| 1

T

Mgﬂﬂ”""“‘""’ T e 1 o S S O O T



| |

vy 'ﬁmqufmmux_bjﬂf:mm;mx_l. étudier la convexité de fsur 1 revient done i étudier le
RIS AR ARONRL LA A s
Conformément au programme, démontrons l'implication suivante :

"Si pour tout réel x appartenant a I, f "(x) 20, alors f est convexe sur I".

Preuve : On suppose que pour tout réel x appartenant a I, f"(x) 2 0.
On veut montrer que f est convexe sur . Pour cela, d'aprés la propriété 1 du cours, il suffit d'établir que Crest

située au-d de ch de ses tangentes sur l'intervalle I :
« Soit a un réel quelconque de I et A(a; f(a)) le point de C; ayant pour abscisse a. =
£ Notons T4 la tangente a Cyen le point 4. 25 2 )4/% AE
- :  ; T4 a pour équation réduite : .+ ‘&L\D‘.?&' Q)+ :SU'A
M- &!M : Soit f et g deux fonctions. Etudier la position relative des courbes Cy et C, sur un intervalle I, revient &
i étudier le signe de la différence : f(x) - g(x). N
‘_T :// ] J(x) =g(x) > 0'sur Isi et seulement si Cyest située au-dessusde Cgsur I. T 1
——..-T J(x) —g(x) < O'sur [ si et seulement si Cyest située en-dessous de C, sur I.
:‘xL\/ J(=) = g(x) sur I si el seulement Cyet C, se coupent (en le point d'abscisse x).
e
'_;"'“/—' Parfois, I’étude de ce signe est plus délicate, et nécessitera 'usage des dérivées secondes. SN
H—5 Pour étudier la position relative de Cret T sur I, il suffit donc d’étudier le signe des valeurs prises par la fonction
=8 h définie sur I par :
y
I o h(x) = f(x) —g(x) on g est la fonction affine dont le graphe est T, c'est-i-di‘;e‘\: g(x) = .g.(.u\(.x.:. Q) + %&u\
AEEEE . .
L. P adfme e e v
Dl 'LQ\[:L-—Q\+&LQ\\ el %’(q\x..&‘(o\o, 4 jle)
h(x)= &= —
\/';' mX + e (2
—_ La seule donnée dont on dispose sur fest que f "(x) 2 0 sur I et comme une fonction affine est deux fois dérivable
sur tout intervalle, la fonction h est deux fois dérivable sur I, d'oi l'idée de calculer la dérivée seconde de h sur I : |
& y = |
' a étant u . : (a est une constante vis-a-vis de la variable x) : |
3 5 ‘ C o W= e-~\US da =X . ‘7 ‘—7j
' one L6 V@0 oc L) ZOIRLL
) - R'(e) wux=c LT :
.‘F N I
..., griice au principe de Lagrange on a successivement : O O 5
- s w82 = R3O LLE
+ oo 30 %kac\—%lat) 20 1 ;—I

,8(302 Cbb() Ly
Tone B ok aus-doms
: Bda Ty < @8 J

ion de f"en B(a; f'(a)) ! &
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2 (des exercices récents

fréquemment sous forme de QCM

Pour chacune des ques i

D
ction [ définie et dérivable sur [
de la fonction f sur l'inte:

On considére une fon
de la fonction f’ dérivée

de baccalauréat sur la con
en général, et vous laisse %P

déterminer LA bonne réponse :

T
‘ ‘ ‘

| | w
vexité pour vous montrer ce qu’il tombe

récier le degré de facilité).

_2: 2]. Le tableau de variations
rvalle (2; 2] est donné par:

X

2

variations de f’

2 =
1
\o

encoxe

\/w\"’m

=1

0
-2

La fonction f est:

a. convexesur [-2; 1]
¢. convexesur [-1; 2]

2)

On donne ci-contre la représentation
graphique € de la fonction dérivée 7

£’ d'une fonction f définie sur R.

est:
a. concave sur J0; +oo[; A
b. convexe sur |0 ; +oo[; A
©) convexesur (0;2];
d. convexe sur [2; +ool.

- 2 aa Lo 3
D)~ e T3;0)

‘-“X.&;‘m e
1 a3 ci-dessous, on considére une fonction f définie et deux fois dérivable sur R.

On peut affirmer que la fonction f

b. cohcave sur [0; 1]
@ concave sur [-2; 0]

|

P

ion dérivée ' est donnaée ci-dessous.
t un maxim -= i
: um en 3 et que sa courbe coupe I'axe des abscisses au point de £ |
On rappelle que la courbe ci-dessous représente i
la fonction dérivée f’ de f. e
= 2 d
! Al
bl 1
i
I




Question 2 :

3
@Lafoncﬂonfestconvexesur ]—oo: -3l b. La fonction f est convexe sur -00; -% :
oy ¢- Lacourbe % représentantIa fonction fn'ad-  d. La fonction f est concave sur |-oo0; —+|. 1|
e~ met pas de point d'inflexion; 2 i -;1
'\? \3‘;\ o A=wsadlde & & convexy. 2 A-w; 'i£ 1]
\ 2
™ > i)
\i Question 3 : £ -z/;\.s 3-\ 1]
= .y La dérivée seconde f” de la fonction f vérifie : ?"(::) a # \L . 1a
:E: a. f"(x)>0pour xe l—oo; -%[; b. f"(x) >0pour x&[-2; -1j; ko
:\_‘ 1" _2. =0; d. "(-3) =0: 1=
\l 2 K
\\.
e [ TS s _i_4 ] i = | l I 1 P
I s pa [ 1 1 25 S T S 1 [ ) T ) o B : =
\.\I/f- : A 5 1 iV = TN L 7{7'»- 4 + ‘ - ~ —  ml
= /’_’——q‘ ! I =1 ¥ i -
— I 1 . : . : :
I (;‘#m < =g THRETAEY S SR . '1 [A,%_i_T_IfV‘L_%‘,_ | |
e | | | | | =
! | ! 1 |
=i A . i EEE | ]
t—'_\f’f —_0 2 *&ﬁL | i | ]
-:: é [ 8 t ‘
H—t o () :V:K ‘?Jf | ?A\%
..;—N- , ! \ | of | ‘ ! ;
i= 1 - : | !
: =; g o 0 e 21l \ } i iesl .
] Dl l < l | |

un point donné, et en se souvenant qu'une fonction

s, et qu'une fonction concave a sa courbe située

ou concave sur un intervalle, on peut déduire des













