«L'obstination est le chemin de la réussite€Charlie Chaplin
Chapitre 1 Rappels sur les suites- Raisonnement par récurrence

I — Généralités et quelques rappels

N désigne 1'ensemble des entiers naturels : N = {0 ;1 ;2 ;3 ;4;5;6;7;8;9;10;11......... }
Cet ensemble contient une infinité d'éléments.
Si n désigne un entier naturel, l'entier n +1 est appelé le successeur de n.

Enfin, on note N* I'ensemble formé par les entiers naturels non nuls : N* = {1;2;3;....... }.
1. Définition

1 On appelle suite numérique, toute fonction définie sur N (ou une partie de N) et a valeurs
réelles.

Notant U une telle fonction, on a : U. N>R
n +— Un).

Par commodité, et surtout, pour la distinguer d’une fonction définie sur un intervalle de R,
on notera U, [lire u indice n] a la place de U(n).

f On a donc, par convention d’écriture, U, = U(n).

1 Aprésent,lasuite U: N>R sera notée (U,),cn ou encore, (U,).
n > U,
Lorsqu'on note (U,) on parle de la suite dans sa globalité, c’est-a-dire de I'ensemble de tous ses
termes !
9 Le nombre U, est appelé le terme général de la suite.
M U, est appelé le terme successeur a U,. S’il existe, U, est appelé le prédécesseur de U, ;.

Bien faire attention, que si une suite est définie sur N, son premier terme est .... et pas..... !

2. Mode de génération d’une suite

Pour définir une suite il existe plusieurs moyens :

1 Ilyales suites définies explicitement, c'est-a-dire que ’on connait I’expression de U, en
fonction de n.

Par exemple, la suite (U,) définie sur N par: U, = n?> — n + 1 est définie explicitement.
La phrase (U,) est définie sur N par: U, = n? — n + 1 signifie que pour tout entier naturel n, on a :
U,=n?-n+ 1.

Calculer les trois premiers termes de cette suite :

L’avantage des suites définies explicitement, c’est que 1’on peut calculer directement n’'importe quel
terme de cette derniere.



Par exemple, prenons la suite précédente (U,) définie, pour tout entier naturel n, par :
U,=n?-n+1.

def Uin):

Fonction en Python pour calculer U, dans le cas de cette suite :
return n¥n-n+l

1 Ilyales suites définies par une relation de récurrence, c'est-a-dire que 1’énoncé donne
une égalité entre chaque terme U, et son (ses) successeur(s) U, ;, pour tout entier naturel n.

Par exemple, les suites (U,), (V,) et (W,) définie sur N par:

&U, =5 gV, =2 W, =0 ; W =
5l L _
2=V, B0 GDY W, =W, W

i sont trois exemples de suites définies
Un=2U,-4 1V
par une relation de récurrence.

n

a) Déterminer les trois premiers termes de chacune des suites (U,) et (V).

b) Déterminer les cinq premiers termes de la suite (W,) (appelée suite de Fibonacci).

Remarque : pour des suites définies par une relation de récurrence, le calcul des termes de la suite se
fait, a priori, de proche en proche, a partir du (des) premier(s) terme(s).

Dans I’exemple précédent, il serait trés inconfortable de calculer Usgy;. Pourquoi ?

Utilisation des calculatrices concernant les suites : se référer au DM1 ou au document ci-dessous.
Ceci doit impérativement étre maitrisé par chacun d’entre vous, cela sert souvent en exercice pour
établir une conjecture par exemple.

Calcul des termes d'une suite définie par une relation de récurrence :

On considere la suite ( ) définie par 1% =
u ) définie par 2 . "
n p O T dont on veut déterminer les termes Uy a ity
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Ce tableau donné par la calculatrice, permet, par exemple, de constater que les valeurs prises par cette
suite ne sont pas toutes de méme signe, et méme en alternance de signe, dés que n 2 2.

F Essayez d'afficher a 'écran les termes de la suite (W,) de Fibonacci précédemment décrite.

Les éléeves ayant un modeéle de calculatrice TI plus anciens devront procéder comme sur le document ci-
dessous pour les suites récurrentes :

Soit (u,) la suite récurrente définie par : u, = -4 et pour tout entier naturel n, u,.; = u,+ 0,8.

ﬂétﬁ PRz Floiz

Sur la calculatrice il faut exprimer u, en fonction de u, 4 e
~.u(n}8ufr~~ 2, B

Ainsi, Upq = U, + 0,8 devient u(n)=u(n—1)+0,8

et vy = v, x (—1,5) devient v(n)=v{n—-1)x(-1,5) ulntlina8{-42
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* Régler les parametres et afficher la table de valeurs la table comme ci-
contre.




3- Monotonie d’une suite

Définition

9 Une suite (U,) définie sur N est dite croissante lorsque pour tout entier naturel n, on a :

1 Une suite (U,) définie sur N est dite constante (ou stationnaire) lorsque pour tout entier
naturel n,ona: U, ;=U,

Remarque: On dira qu'une suite est monotone, dés lors qu’elle est croissante ou bien
décroissante.

Ces définitions sont adaptables avec la nuance suivante : par exemple, une suite (U,) est dite
croissante a partir du rang 2, si pour tout entier natureln? 2 ona: U,,; 2 U,.

Terminons les remarques en disant qu'écrire : " U, 2 U, ., donc la suite (U,) décroit " n'a aucun
sens !l!

Le quantificateur : pour tout entier naturel n que 'on notera: " n IN, prend ici toute son
importance : écrire: "N I N, U, 2 U,,; aun sens, et signifie trés exactement que la suite (U,) est

décroissante !

Un autre quantificateur est aussi utilisé en mathématiques : il existe (au moins) un entier naturel n
que l'on notera : $n IN.

Par exemple, l'affirmation : $n N/ U, @ signifie que la suite (U,) a au moins un de ses termes qui

est strictement négatif.

Les deux affirmations: " n I N, U, 9 et $n iN/Un € n'ont pas du tout le méme sens : pourquoi ?

M M On prendra bien garde a ne pas mélanger la rédaction en francais et celle utilisant les
quantificateurs.M M

Ecrire : " ['entier naturel n, $ un réel x tel que x >n est un salmigondis qui n'a aucun sens !
Par contre, écrire: "n IN, $ IR, X nestune phrase mathématiquement correcte qui signifie quoi

au fait ?

Voici plusieurs méthodes qui permettent d’étudier le sens de variation d’une suite :

" " Méthode de la différence” " : (la plus utilisée en pratique pour le bac)




Exercice 1

Etudier le sens de variation ( =la monotonie) des suites (U,) et (V,) définies sur N par :
U, =n2+4n+1 ; V,= L+L.
n+l n+2

Cas particuliers des suites dont tous les termes sont strictement positifs

Méthode des quotients : M ne concerne que les suites dont tous les termes sont strictement
positifs.

Exemple 1 : Etudier le sens de variation de la suite (u,) définie pour tout entier naturel n, par :
u, = 2x0,4".

n

Exemple 2 : (u,) est la suite définie sur N* par :u,= —
n

a) Justifier que pour tout entier naturel n 21, u, >0.

U, _ 2n

u  n+l

n

b) Vérifier que pour tout entier naturel n 2 1,

¢) Comparer les entiers 2n et n+1, puis en déduire le sens de variation de la suite (u,,).

MM : La méthode des quotients n'est applicable qu'a des suites dont tous les termes sont
strictement positifs. Il vous faudra systématiquement, si vous voulez utiliser cette méthode,
vérifier ce dernier point !

Contre-exemple : La suite (u,) définie par : pour tout entier naturel n, u, =-(n+1).
Pour tout entier naturel n, u,.; = -(n+2),donc: u,.1 — 4, = -(n+2) + (n+1) = -1:a ce titre, la
suite (u,) décroit.
. U, _-Nn ) n 2 n 1+1 +n_ 1 +1 1
Pour autant, pour tout entier naturel » : = = = = —+ 1 =
u, -n4) nH nil+ nl+ 1 + n1

Vuquenl N,ona:n2 0,doncn+121 >0, donc 41_1 >0 (quotient de deux nombres strictement
n

.. . . u
positifs), donc 1 + ﬁ > 1 et par suite, pour tout entier naturel n : —*1 >1,
n

u

n



Propriété (méthode de I’étude d’une fonction pour les suites explicitement définies).

S1 une suite est définie de facon explicite, par : pour tout entier naturel n, U, = f(n) ou f est une
fonction, et si fest monotone sur [0 ; +x, alors la suite (U,) a méme sens de variation que f.

Illustration et preuve :

Exemple 1

Soit (U,) la suite définie sur N par: U, = n® + 3n2 + 5n + 2021.

o) I, U, -

b) (U,
Exemple 2
n,) n g n.
71)'
Remarque : M
n Uy n )
_ u n U1 = Up —
(un) Uni1 n)
1 Un N

naturel n, u,




