Q%QI La taille d'une
population de rongeurs expri-

mée en centaines d'individus, est
modélisée par la fonction f défi-

nie sur l'intervalle [0 ; +9°[ par
L fly= 3e Bt ou t représente A
J Ietempsecoulédepuis I'année 2015, exprimé en années. Em 0o o \S) A < IR AD

m 5(°\.=_1x_e‘3= 3y

delba | |13

1. a. Calculer £(0) et interpréter ce résultat. b El c 3 T T H T g
b. Montrer que:f(1)=3 - 55 - ; ) [ | oisd+l | basle s b 1
c. En déduire la limite de fquandltend vers +°, | | | | - |
2. a. Montrer que pour tout réel rde [0; +oof, | SLE\ = 3e

3605t s ol (> ol i e 1728

fy=—3". A
0,51 5 ! o
(e°5 +2) I S / e

|~ b.Exablir le tableau de variation de fsur [0;+<[. T E

| 3. Recopier et compléter le programme ci-dessous afinque —~ { %LE\ wEENEY

. la fonction rongeur retourne I'année a partir de laquelleil 7 | OISy 2.
y aura plus de 250 rongeurs. '

i from math import* Loenl lofSkeFE Lok 8*_“\‘1 QX < dew
L def rongeur(): il e : . )
Lt t=0 Ec o eox ob lmerfaome,

B = p=1 |

= TR while ........: | Dhocle (o 35t & N L oo /M
.y t=t+1 Ak A4 O | |
= p=3*exp(0.5‘t)/(exp(e.5*t)+2) o O T ] ey R 3 [ a1 6
| return(........ ) o Owrelends oo, =0

- Jze) IS IANIY S

= 045\ L =L R T B b i
I ,A,_,g (4) - _____._-. L) ¥Y¥cell o> b2 @ £ Do 10k 350
; | (ef '5*+2-Y‘ L L] (el 2h2ls o |

\0.



"?";‘ fonction définie sur R par f(x) e

0,01x-1
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ue pour tout réel x,ona: 9/\ Tl
.:“‘ —_ 4
,_f(x)_100x0 Olxa® 0 Je 2%
& 3 el i
5. En dé limite de fen —o.
6. bleau de variation de f.
Interpréter graphi& le résultat de la question 5). V i
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« Les mathématiques ne sont pas une moindre immensité que la mer » Victor Hugo

. / Ss as 2 .
| itre J ontinuité et théoréme d leurs intermédiair J j

- inuité d’une foncti - -

A — Généralités sur la continuité

Soit fune fonction définie sur un intervalle /de R, et a un réel appartenant a I'intérieur de /. o

Définition : f est dite continue en a si et seulement si: /im f{x) = f{a) =
x-a

Ou encore, f est continue en a si et seulement si /im fla + k)= fla)
10

En frangais, fest continue en a si et seulement si fadmet une limite finic en a égale i fla). —

fest continue sur I signifie que fest continue en tout réel a appartenant a I. ey Sb“ :gg_,_“:‘nks ot ,(2-) =2 _A
A =
1l ti ique de la noti ntinuité 2: a =~ e )
g 2)=1—1
X Afini - . -_Q;m\('xl Lt [ |
+ fest définie sur R par : * fest définie sur [Rtpar : Qo &L’d A
3-xtsiz1—= = 24 <> -

3

.\:)=4\ —-3x+2. X)= = >N

4 S B 1) {xz—z.r+2$i,\->1— . =
j'. | 3 ' r 324 dﬂ-% o

(o da Qreule @0
g m' ol ADe (OnRTuuE N

A O

fest continue sur R. 3
Montrons que fn'est pas continue en 1 :

~ Dans le second exemple, fn'est pas continue en 1, et donc fest non continue sur R.

' Concrétement, la continuité de fsur I se traduit par le fait que la courbe représentative de fpeut étre
8CE€. IR, . OADNC e na e ,Qn,um,ep..,dugln’( ...........................

: le terme continuité n’a pas été choisi de fagon anodine, il signifie qu'il n'y a i)as de « coupure » dans le
edef.
, f est continue en a se quantifie en : ¥ ey _:] « OO, M~ €R [_Q_ X €£x &tk
La fonction porte, notée ], est définie sur R - &L‘l\‘ €< SL\) S SLQ\ +E}
par:

0 sl.\-<—1 oux>l
I(x) = 2, -
1si—-—sy=< l |
2 2
ans un repeére, tracer la courbe de la fonction I1.
ur quels intervalles, les plus grands possibles, la
n [T est-elle continue ?

S e |
= ' NS 75?—)'1.‘_[-/]7%)%£-&,.]%,+°°[.
CEAEENEEE NS ENEE EEE
\_t R s EE R A
. EETS :




|

Propriété (admise)

e Les fonctions polynémes, la fonction exponentielle sont des fonctions continues sur R
5 1 3

¢ x—> \/; est continue sur [0 ; +oo[ ; x— — est continue sur ]-o ; 0 et sur 10 ; +oof
x ; :

o Sur chaque intervalle ou elle est définie, une fraction rationnelle (= quotient de deux

polynémes) est continue.

e De facon générale, si f et g sont deux fonctions continues sur un intervalle 7 et k est un rée]
alors les fonctions kf + g, fg, f " (n entier naturel non nul) sont continues sur 7/ ; Lest contin:le
‘9

sur les intervalles ou elle est définie.

e Sif:I— Restcontinueena € Jetsig:J —R est continue en f{a), alors g ofest continue en

De fagon générale, la notion de continuité se transmet en faisant de I'algébre sur des fonctions

continues au départ.

Exemple

Lt
Soit f la fonction définie sur R par : f{x) = {(x+ ez

x*+a six>1

fonction f'soit continue en 1.

X - 1
>

’guo- Lier o2+ 0) =

-2 4
AN

e
e,

o gef&mhm-mj\‘m: &p:

\-J.,,_:Ll

> —=2 N
™ IN

T”
\
|

. Déterminer le réel a pour que la

{G) = Lo (x+2)%= 9

B .,‘3_$_Ai_+g de o = 2

]Lg_q__gm_e (étre dérivable implique étre contluue)

Soit f une fonction définie sur un intervalle IdeR, et a un réel appartenant a I.

1) Si f est dérivable en a, alors f est continue en a. SLQ\ A L Q—*R\ && g = 8 LQ\ + gLQ\ R\ i XKL\

" Preuve : 1) Pour h non nul: f{a+h) = f(a) + ﬂ——)—ﬂ—)‘h permet de conclure instantanément ! !

AXxlal

)= | Qe gLu;) = SLA\

s fest définie sur R par:

o o 7‘ flx)= E(x), 0U E(x) désigne
/ |a partie entieredex. ¢ ‘est- "
3-dire le plus grand entief infé

En effet : %ardn Binab& on & O " gieen Slath) -gla) U (Reg A

Ao

R ?m\mnwaj )

2) La fonctlon racine carrée est continue en 0 mais non dérivableen0! @&
(=< )  @ake onkewe doac =) Lok conkimwus wn

Comme cette année on ne manipule presque exclusivement que des fonctions dérivables, ces fonctions Queld
as contin

a disposition sont donc continues !

rieur ou égal ax-

n'est
ue soit 7 el’\( f

esl
ueen n,d

o p onunuesurR
\(@eﬁ’\/a!“\el,msxsmm | pas ¢

041(4

1l existe cependant des fonctions non continues (on dit discontinues) ' = s - R L s 2.

en un réel a. , L-31.ud==-3 | =0
‘ Adxsd
; T
‘ s ) 44

A titre culturel, donnons un exemple
de fonction discontinue en plusieurs valeurs :

| L



TR T . || |
une fléche sans coupure sur un intervalle indique la

- N e
rque : Dans un tableau de variations,

continuité de la fonction en question sur cet intervalle.

é . au chapitre 1, nous avons appris & dériver ]es fonctions composées.

Voici une preuve du théoréme de dérivation des fonctions composées :

netion définie sur un intervalle Jet fune fonction définie sur un intervalle Jtel que pour

Soit u uné fo ; g 3 A
tout réel x appartenant a [ on ait u(x) qu1 appartienne a J.

able sur l'intervalle Iet fest dérivable sur J, alors la fonction g = fouest dérivable sur Z,

Siuest dériv
ot pour tout réel x appartenant alona:

ge) = W) =S (CD):

Preuve: Soil un réel a € el un voel h > 0 tel que a + h soit dans 1.
[_Ou calcule le taux d'accroissement de f(u) entre a et a + h.

f(uta+ h) = f(u(@) _wla+h) —ul@ fluta+ 1) = f(u(@))
= h X

h u(a + h) — u(a)

u(a + h’)‘ — u(a) )

Or. la fonction u est dérivable sur I donc ’lin_%
De plus :
—_ La fonction u est continue sur [ donc en a elona:
lim u(a + h) = u(a) = ,llin}’u(a 4+ h) —u(a)=0.
—

h—0

—_ La fonction f étanl dérivable sur J. elle est dérivable en u(a) € J :

im f(u(a 5 h)) = f(u(a)) = lim f(u(a) i H[.)1 - f(“(d)) = fl(u(a)).

MR u(a + h) — ua) Hewash)-ula) H0

—

__ Enfin, la fonction u est dérivable en a donc :
im
h—0

En conclusion. d'aprés les (héorémes sur les limites de produits :

u(a + h’)! — u(a) —ila)

f(u(ﬂ + h)) = f(u(a)) ='(a) X f’(u(a)).

h—0 h

La fonction f(u) est done dérivable en a € I quelconque donc sur I toul entier. l

Il — Le théoréme des valeurs intermédiaires et ses innombrables conséquences

T T

=2 ;
tf est f:ontinue sur [-2; 3]). Pour f est définie sur [-2; 3] mais elle n’est pas
;)utzree'l‘k compris entre f(3) et continue sur [-2;3]. Il existe des réels k
u(— ), | equ.atlon f(x)_= k admet compris entre f(3) et f(-2) tels que I'équa-
ne ou plusieurs solutions. tion f(x) = k n‘admet pas de solution.

Q. A wna




YVY Théoréme des valeurs intermédiaires (noté T. V.L)vww

Soit f une fonction définie sur un intervalle IdeR, et a et b deux réels appartenant a [ avec q < }, ‘

|
Si f'est continue sur [a ; b], alors, pour tout réel k compri

; pris entre les réels f(a) et f(b), il existe au moins un réel ¢
compris entre a et b tel que f(c) = k.

hig X R ok comens enne S o ) i

fvz% Q Fonad o - wee ol O oloun & NN i

7w "-\\ug&)ttcn)om AA_[QLX

s 2

259

On admet ce théoréme qui est assez intuitif, dont la preuve est difficile !

Mnémo : ¥ ¥ ¥ On retiendra que si f est définic et continue sur [ 3 b], aloxs f prend AU MOINS une fois toute
valeur intermédiaire k comprise entre S(a) et f(b). vv v

Remarque : L’ équation f(x) = k o k est com

pris entre f{a) et f{b) admet au moins une solution sur l'intervalle
[a ; b]. On ne sait pas lequel des deux réels f(a) et f(b) est le plus grand, donc lorsqu’on dit compris entre f{a) et
f(b), ne pas croire que f{a)<f(b) !

Le T.V.Iva done permettre de « prévoir» Pexistence de e solution(s) |

POUr UnNe |

2 ‘ﬁ‘(ﬂ donnée, | Ur un intery

it

¥ e W ¢

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = x* + x + 1. Monter que I’équation f{x) = 0 admet au moins une
solution sur [ -2; 2]

L

it fete T Yo Dl Lol T
gk—l\ |CAP- °£+‘ NN

‘
TEEREEEE-cE NN
= |

3,@"-*?3‘15 S

! HlleslEEEEEENEEEEEEEE 13

AL,,MOQA\W ;\I\W&GJ{\N‘Q‘% QkM :

..QQ.J%. da N | mn.u:.g.d-xt‘,-qs.m Jm&" gbd | bchechok

n.u - s )tﬁ.ulf. Xl E PAS L] ‘ O 0 1« 1
(palization 2 :
Montrer que I'équation : e3* = x+4 a au moins une solution sur [-5 ; 0] 3
,_}g‘:: ---------------- ——— B e i (S R 1 1
g & Q3FYIL xla Ly (r&S c.w&r om0 mrarming el ) _
,777‘7}}_ — b2 1T —— T T ™ T i 1
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Montrer

e o gkmo,

.—swwlhh

(principe de Bolzano, important)

it fune fonction continue sur [a; b] telle que f{a)™> 0 et f(b) <O.
Sol

que fs’annule au moins une fois sur [a; b].

\
|
\
|
[
= 21N
>3
ak

n)= %Lb\‘io

d"* O 3’19\3 M\.A\‘Y\)ﬂ w
Qﬂ\J:(c. _S\b\ ok gtq) ?tab)goc g@f Gemnppan

bc— ‘6“0-9~~-&T\)\ .QQ

Q= dugo :-d lmda Eq, b

(3)-lo 4

YYVVVVIVVIVIVIVIVIVIVVIVIVIVIVIVIVIVIVIVIVIVIIVIVYVVVIVVIVIVVVIVIVVVVVVVIVIVVVVVVVYY
Corollaire du T.V.I : (capital, c’est de lui dont on se servira fréquemment en terminale)

Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R, et a et b deux réels appartenant a I aveca < b

Si f est continue sur [a ; b], et si f est strictement monotone sur [a ; b] (c'est-a-dire f est strictement
croissante sur [a ; b] ou fest strictement décroissante sur [a ; b]), alors, pour tout réel i compris entre

f(a) et f(b), Péquation f(x) = k admet une unique solution sur [a ; b].

VYVVVYVVVVYVIVVVIYIVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVIVVVVIVVIVVIYIVVVVIVIVIYY

Preuve: o Raf Ay Wi snk rc’f\%\n’o s Sl el i D A i'eq
= o;bl. (=xA) (ac i

&(b(,\.,k M[; ] Silm% gL'cL\ % ik 3 € Qusbrieles 'esu.\tc_’,e,]
ot oC A ek X2 W A RS &[0{91 o X2 [,Q;b} o 2Ca *Ilmm\k
';&u\b\Q/\J’Cdﬂ.ﬁgmmm}e,o\‘\q,poj\g\‘:bc,\c.ocz_?a-t-/%efkb :
rrondone mun [a, bl D on sk s qonke da ghdralie SHEERE
Jndermamk  oodtarhe Loyl . O o, <oy &K ke drerme A
a:b) de Qlaa) < §laca) => k < — onvaduts. de Y=k 2 u0a

!WD*"“‘“! 22 2ua Lo bl (o —evee S&tﬂm«x&\ sua L2 bl

© Cas ou f est strictement croissante:: + Cas ol f est strictement décroissante :

k B, I—

Jo|

a—-----‘---
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] SR
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p b

: / fb) k
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fx) / k f \ fib
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] Trois conditions sont né ires pour p ir appliquer ce corollaire du T.V.I :
| — I)kmxgbmmm.AMIELQv.bl ..........................
i 105 b[ 3]0 b]. Aimss
] o oL
§ = Si Pintervalle est ouvert en une borne a ou b est ouverte, alors on rempl ’imag I
’ =1 n cette b ; si une borne de P’intervalle est -c0 (ou +), alors on considére la limite de fen -0 (ou en +).
i — 6" Pour un intervalle, la borne écrite a gauche est toujours inférieure a celle écrite a droite : ainsi
: écrire O appartient a [4 ; -2], ou encore 1 appartient a ]+ ; O[ sont des inexactitudes.
- Eisis hi
th X S +00
] 015 L
e fx)
» 0 A = +0
ik Déterminer, en justifiant, le nombre de solutions de chacune des équations suivantes sur l'intervalle
ERE donné :
- ij a) flx)=2sur]0;]1j.
'E‘v = b) f(x)=0sur]0; +oof
¢) f(x) =0,5sur[1;e*] puissur ]0; +af.
;,: d) f(x)=-1sur]0;+cf
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: fest définie sur [0 ; 2] par i flx) =-x3—x +3. ] , f
— a) Démontrer que fest strictement décroissante sur [0 ; 2] et dresser son tableau de variation. ‘ | (
E b) En déduire que I'équation : f{x) = 0 admet une unique solution sur [0 2]. I — i
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Remarques : T.V.I et son corollau'e permettent de montrer Pexistence
une équation donnée, sur un intervalle donné, mais néanmoins, ces gros théorémes ne permettent pas de

savoir combien vaut chaque solution (valeur exacte).

_ On se contentera, dans les exercices, de donner une valeur approchée de chaque solution, avec la
précision que ’on nous demandera. L'utilisation d’une calculatrice sera nécessaire.

m inuité et suite récurrente.

 (— Propriété (admise)

Soit fune fonction continue sur un intervalle I, et a un réel appartenant a I.
Soit (u.) une suite telle que pour tout entier naturel n, u, € I.

1) Si (ua) converge vers a, alors la suite (f{u,)) converge vers f(a).

i 2) Soit (u) une suite telle que pour tout entier naturel n, un+1 = f(ua), ot fest continue sur I.

Si (u,) converge vers L I, alors L est solution de I'équation : %&1\-‘—3« ..........

Schéma : hm f(u )= f( hm u,) dés que fest continue en a ol a = lim u,

n—r+w

xerci

. celba 1
Soit (un) la suite définie par : up = -5 et pour tout entier naturel n, uy+; = Eun +3.

T

i 1) Soit fla fonction définie sur [0 ; 2] par : f(x) = *’%x+3 :

Etudier le sens de variation de f'sur [0 ; 2] et dresser son tableau de variation.
2) Démontrer que pour tout entier naturel n > 1, 0na: 0 < u, < upe; < 2.

3) En déduire que (u.) converge, puis calculer sa limite.
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(O;1;).

2+ 1,522 6x - 2.

il existe des tangentes & Crpassant parle point 0.

On note Cyla courbe représentative de fdans un repére orthogonal

Soit fla fonction définje surR par: f(x)

Le but de I'exercice est de chercher s’




1) Soit @ un nombre réel. Démontrer que la tangent,
T. S RO
repére si et seulement si : f{a) - af(a) =0, gente T, & Crau point d'abscisse a de Cs passe par l'origine du

2) Soit g la fonction définie sur R Par:g(x) = f(x) - of'(x)

e a) Exprimer g(x) en fonction de x.

i b) Déterminer les limites de gen +m et <o,
== Etudier le sens de variation d
. & fon de gsurR, et dresser son tableau de variation complet

= d) Démontrer que la fonction g s'annule une fois et une seule sur R. On note a cette val
gt e valeur
= ¢) Donner un encadrement de a2 102 pres, puis la valeur approchée de @ au dixidme prés
;, f) Déterminer le signe de la fonction gsurR.
i: 3) Résoudre alors le probléme posé en début d'énoncé.
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Exercice Il L
1 Un vase cylindrique .de base un disque de Rl LA
| rayon 1dm, contient de l'eau sur une hauteur de . | |
~ 0,5dm. gD FETT
" Onplonge une bille'de diamétre d dm dans ce cylindre EN
- et on constate que le niveau de l'eau est tangentala | D
. \ bbb Ll
bl"e. ok i '. i" =¥ R V b J -n-&3
| ©

1. a) Exprimer en fonction de d le volume, en dm? :
. ’ Pig ..
d'eau versg initialement, » de la bille.

b) Exprimer de deux facons différentes le volume du

cyli
ylindre de hauteur d contenu dans le vase aprés avoir |

plongé I3 bille.

<) En déduire que d vérifie0 < d < 2 et :
& —6d+3=0
2. 4 :
a) Démontrer que l4quation x> — 6x + 3 = 0 admet

UNne unique solution dans Vi '
b) A laide de |5 e L]

d'amplitude 10~

2 du diamatre d de la bille.

b)

calculatrice, donner un encadrement |

v!

ok | atlal | o Jl’i.c\ cabr.\‘_o

Aeniglns 10(0,0).

'7= Tt xR owee i &:j

Vapras s

3
. T xAl xa - rédsm

y oc/dl Laab o &
| oJ dirca g LaamENE-
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Exercice LIl (métropole 2022)
gestla fonction définie sur [0 ; +oo par : g(x) =(-0,15x+2 z)eo_zx 29
!’ ’ — L 4.

a. Déterminer la limite de g en +co.

b. Démontrer que, pour tout réel x appartenanta (0; +oolona: g'(x) = (~0,03x+0,29)e%2".

c. Etudier les variations de la fonction g et dresser son tableau de variations sur [0 ; +oof.
Préciser une valeur approchée a 1072 prés du maximum de g

0 admet une unique solution non nulle et déterminer, a

d. Montrer que I'équation g(x) =
1072 pres, une valeur approchée de cette solution.

Lo | g X o 40 [ ST VY Qiom 0™ = aloo
| =] & oo i kg Pl T AN

0) .an. O, ox = +oc>'
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L — 200
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Méthode d'encadrement d'une solution 4 l'aide d'un algorithme de dichotomic
On considire une (onction f continue et strictement monotone sur [a ; bl avec o <5,

On suppose également que I'dquation : fix) = 0 admet une unlque solution sur [a ; 6] que I'on ne
gait pas déterminer expheatement par ke culeul ! On nole a cette solution.

Le principe de dichotomze (en gree signifie couper on deux) consiste i déterminer successivement
lintervalle dans lequel se situe a, en divisant par 2 Famplituds do Pintesvalle & chaque itéeation.

Pour ce faire, on déermine le centre ¢ de chacun des intervalles, 6t on testo <i a est situde dans (v | o]

ou e h):
Les dessins ¢ dessous sont importants : I
o+l
C —
>
o
> ? A >x
(9) L9 < ‘A \
3 Si la solution est dans |o ; ) on rocommence 8i la sclution exd witude dans (¢ ; b} wn
recommence ce procédé appligué & [o : c). recommence co proedda applique a fo o ol
D'aprés le corollaire du T.V.I:
&1 : . 4
) Si f(a)xf(c)<0, alors @ appartient a [a ; c[. —= S g(n) ek %L ) HEra wwoedvaure dc

) da T &
Si f(a)%f(c) >0, alors a appartient ajc:bf. —'odsiﬂfg%igm J’)'QT SN’@ .

En itérant cette procédure, on arrive rapidement a encadrer @ a la précision voulue.
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Algerithme de Dichotomle :

Demandor & Mutilisateur o, b e ¢ (e dési
o

Tant que b a 2«

l Alfecter & ¢ la valeur "—'f"

Siflal=fAe) <0
Alors

‘ Afeter 4 bl valeur e

e —

Sinon

—

Alfecter & a Ia valeur c.

I
1

—_—

(-'in de Si.
Fin de Tont que

Sortic : Atficher v el b

ilisar

On considére I'équation : 23 + 5x + 7= 0.

goe lemplitude de Pencadrement soubsité)

On admet que cette équation a une unique solution sur [-2 ; -1] car la fonction fdéfinie sur [-2 ; -1] par:
S(x) = x* + 5x + 7 est continue, strictement croissante sur [-2 ; -1] et que 0€ [f{-2) ; f(-1)] vu que f{-2) =-11 et

f-1)=1.

11

Avec Python : avoir une valeur approchée a 10-» prés de l'unique solution a de I'équation f{x)=0 : I'entier naturel

n est choisi par 'utilisateur).

def f(x): 2
y=x**345%x+7 mermouen (o
return y voko d&.&b)

def Dichotomie(n): S
a=-2
b=-1
while b-a>10**(-n):

! m=(a+b)/2
if f(a)*f(m)<o:
b=m
else:

a=m

return m

x3 + S + 3

=0 o wwra s

Jﬁ( (o8 SN L—L./"‘j

Utiliser ce programme, puis déterminer une valeur approchée de o 4 :10% prés ; 10™* prés.

107 prés.

Attention, avant de modifier ce programme et l'appliquer & une autre fonction f; il faut'i‘ra lot.xjours commencer
par prouver que f est continue sur [a ; b], strictement monotone sur [a ; b] et telle que I'équation : f{x)=0 admet

une seule solution sur [a; b] !
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