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1

« Ily a des choses qui paraissent incroyables & lo plupart des personnes qui n‘ont pas étudié les mathématiques. » Archim éde.

hapit ( thogonalité dans U

Deux droites de I'espace sont orthogonales lorsque leurs paralléles respectives menées d'un poin¢
quelcongue de 'espace sont perpendiculaires.

Exemple

H

Dans le cube ci-contre, (AE) et (GH) sont orthogonales : .
. o S poadite slitel posens  ELTT F
Pourquoi? con € ox 1. & (AR).

ClAag) 1 (EF) won REFR ok o cooad].
Citer d’autres droites orthogonales.

(aF) & L) - -

margu
Les termes 'perpendiculaires "et ‘rthogonal "sont souvent confondus : c’est un abus !

En effet, deux droites perpendiculaires sont coplanaires et sécantes, alors que deux droites
orthogonales ne sont pas nécessairement coplanaires, et a fortiori, pas nécessairement sécantes.

-
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Deux vecteurs 7 et ¥ non nuls, sont orthogonaux s'ils sont des vecteurs directeurs de deux droites
orthogonales.

Dans I'exemple précédent, les vecteurs BCet EF sont orthogonaux.

Soit 7 et v deux vecteurs de Uespace.

Nous allons voir qu'’il est licite de parler de produit scalaire de u et V.
On va se ramener & la définition du produit scalaire de deux vecteurs situés dans un MEME PLAN.

Fixons un point 4 quelconque de I'espace. o -
On sait qu'il existe alors un unique point Btel que. 4A.=.ff>...., et un unique point Ctel que . (F. R AL

ot & C

—

AL
A

Avec ce choix de représentants de 7 et ¥, AB et AC sont situés dans un méme plan, le plan (4BO).



Définisi

On appelle produit scalaire des vecteurs U et v, le produit scalaire AB.AC, calculé dans le plan (4BO).
Propriété : Toutes les propriétés du produit scalaires énoncées dans le plan s’étendent a I'espace :

En particulior: s .73 « W W=l « ol F) aw W2 -VABIxIACH x w0 (8.8
e

s,

-, €1 _ M o« AC * wolBad)
1) Soit u et v deux vecteurs/non nuls de 1'espace, on a la formule bien pratique:

Ve vey

2) U et v sont orthogonaux si et seulement si z. v = 0. Cette propriété fondamentale est d’un usage ther)
récurrent dans les exercices. On notera u 1 ¥ pour dire que u et v sont orthogonaux. &,; — wn(for) -0
e
Ly won & = I S0 = ol ]

8) Le carré scalaire d'un vecteur u est par définition le produit scalaire du vecteur u par lui-méme :
U.u est noté u®.

. = Y ( ) - U x ool =
Gréce & la formule bien pratique 1), on a donc: u?* = Jals x u» % e e
Ak

—2
En particulier, pour tous points 4 et B, vvvAB: =IABH =AB* vvv
o () = L) -

4) Enfin, les régles de calcul du produit scalaire du plan s'étendent & I'espace : v (= ‘-\-I_vq " w{ﬁ?‘, F)
Pour tout vecteur u, v, wde l'espace : i

l

=

v = v.u (on dit que le produit scalaire est commutatif).

&l

(v+w) = uv+ uw (Distributivité du produit scalaire sur I'addition de vecteurs).

Pour tout réel k, (ku).v = u.(kVv) = Ku.v). Py R
s;mr La-Lo I PhE- i owts L - O
|&+G|2= AN + IS « X &

—_ P L
o g by bl S Bt

— = =N x =mi R g
En particulier,ona: 2.v = ..%..(.'(Iii.ﬁ?\?‘:. [Fve :.\\::!\.ll:...éi{. TR S bttt [T V0 (B | L l\% .

Ces derniéres formules sont appelées formules de polarisation, et expriment le produit scalaire u.v en
fonction des normes des vecteurs 1, v, u+vet u— V.

Preuve : il suffit de considérer un plan (P) tel que T et v admettent des représentants dans (P), et
d’appliquer les régles du produit scalaires vues dans le plan en premiére.

B S

- —g2 - - - . . = - - - —_——- - .. e mm = -2 —-— 2
Pour la 5): |u+v| =u+vP=+v).(u+v)=u@+v)+vu+v)=untuv+vu+vy M +2u.v+|q :

- er

o “’P\_’ il
— T o

ANZ= ARE 4 €Nt (&) m BE.an = 166 lx IAR 1l x (&R

Ax -_Sal Aqr
Exemple
AR=IZ .

BF, Ads AxTZ x con (UE®)
Soit ABCDEFGH un cube d’aréte 1.

(%) - (6, )
C 8F = A= LD?‘-" [} -
—

o . B, Ama U2 & oo (IT)
b) En utilisant la décomposition : BH = BF+ FE+ EH, caleuler : BH.CG. EREFEENEDE Y- ('*)
e T T T T e TR WE LR
= _
— v i U - e 2 % 3 4 L4 m— iy 3 i = - 3 - #D =
% B k] B O O O O I dc BF ok AN @& A

o) Calculer BF.AH.




. ~ - & £ b M . ey Y i)

— = T —— »7’\. V
b en. o (e FE 42N CE - BF.Co *:&**% '

AT et s AT Qe i G (K e i T o T Tt 1S
4 - e a— —— - - S — e
o . O S = s !.B:LF‘;.LCL} E—ﬂ -LE?
RER S BF C6 - ‘ Be “ o BF= CG B S 0k S e Lu.dsz)
B_ﬁ.—(—_a = B,C‘l 1 'A = <t ¥ 3 % T
Définiti
Une base (7 ; 7 ; ) de 'espace est dite orthonormée lorsque les vecteurs 7, 7 et X sont deux & deux
orthogonaux et de méme norme égalea 1:7 L7 ; 7 L% et 71 X, etdeplus, ﬁl:ﬂjﬂ:ﬂl}ﬂ:l,
Ezxemple : dans le cube précédent, citer une base orthonormée de I'espace. (ﬁ Yoy vy )
Un repére orthonormé (O ; 7 ; 7 ; E) est la donnée d'un point O de I'espace et d'une base
orthonormée (7 ; 7 : &),
Nous travaillerons dans toute la suite du chapitre ivement & normés.
Théoréme (utile pour le bac) ‘ﬂ [
x x' )
SiI'espace est muni d'un RON(O; 7; 7 ; ), etsiu|y| et ¥ ¥'|, alors: ot
z z' 1T
1) vee uv = '11’“3“3”*35' = vev 11
En particulier, [ = oz + R (fondamental, & bien retenir). |
- = . Y ey y oA T = O
u et vsont donc orthogonaux si et seulement si: L =0 B TN 3
En particulier, deux droites de l'espace respectivement dirigées par les vecteurs z et v sont T
donc orthogonales si et seulement si: 7 \ &
2) Si A(x4;y4;24) et B(xp; yp; z8), alors :
- ? L 3 b

vvv AB= JLIB"J‘A\‘ lyg 4+ (gze) vy RS - (zc TR 3
Preuve

X x'
uly|doned = x7 + v]+zk et Wy |done: V= X'T—ﬁ-_V'f-}-z'E

z z'

' w ! | N P— > " 3 g= e (e S St s s SRR

MLz, x?m’*zn) (»HH*%’” , "

= A Seutadt . 3 ;
2z T e o) @04 ik k) 07)- )

+67) D (gR)- )+ (g R)-WF)
AT xlf) 4y 10506 )27y 0469 )55+ Of)

> (}’*)k"‘ + 3?7)}:,3 + f’}g')“*) waa do RO |

)
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ten musli: I_M b ?
e Es S e -w) ]k +# /f}Zu ot 2RI - |
. Ve PR RE. |
— A‘_ ﬁ_ 5"' - 11'_‘_ / / -3 o I NS VRN t——" 5 i
44 E "4 ‘f% (Lif)i'l!t}-—e—i i R E :
| 44 EEEEEERE..
o E \ -y = 71 E S S ) ] 1
it Arew ! | . 3 R ! A A
; R =yt o WRs R W12l ()= 121" | Bl
{ v i+ i i '3
{ 1 G 1Bz $ysa™ ) o e 12 e
] Ryt # I
|y ‘ EEENEEEEEEEE
3 i - =9 $-%A - R T S
| Yosme Wz A ohus ﬂ(‘u-» o Lo s Gnlat g e
S am bty T
s o g b, P il ; —————
Rl (R < O TPy I
Y ' T 1T 1 ] 5
- — E . l S -‘f‘ — A-T—uig-—u-;— e
-~ 8oit(0; 7 ;7 ; P)un RO.Ndelespace, et (d) et (d’) les droites qui ont pour représentations-'-r“ - f-vj'w?_rw —
———  paramétriques respectives : ._.-,_ﬂ,-m:;_,..; ettt T
o x=1+¢ x==1-s -——+m~“—l—‘u =i ]
T (d):{y=-1+2t avecteR et (d’):{y=5 avec seR. 1 i S i
b & z=2+t z=2+s HEE
. Démontrer que (d) et (d’) sont oxfthogonales. f ‘
T 65 T o I 10 | ] | |

1 Soit A0 ; 1; 2), B1; -1; 3)et A-1; 2 ; 0) des points d'un repére orthonormé 0;7
; a) Ca}culer A_._éR
b) En déduire une mesure de (;‘1_3' 2 Zé) arrondie au degré prés.

e B e oeeen e o o o s e i g

e e ,-...F:—:',
i R |~ )
Pk SRR 4
i | j

Exercice 2 (hyper classique)

|
|
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+

b) !6 A < 8 1| x 1RSI x cr.nkf\B AC) LR E.j' tot
_s (V "+L’l)’~~M’-) (t \\l‘r“ﬂ"l\") x m:( : ),f"'
rxr,ucmcnm\

Qm(ﬂg,m\;_sf’_ U’(& F\L)F u.rgom _)
! L~ I . | !
._.)muu.szma_ LD.S"' A\l6° Nbe' pabcc.chnm P\ -
1 1 = _*"'q i "":'." Min 7;"7;" ;‘
| 1 IRREREET rwl" wal A AR, ,AC.LE&@M,* Lt o
o 20 ‘ Jooq A_i__.__...._.._...[....._..________ i ‘_._;:..,,. ,‘ | i 11
oS oe
i e Qo ofor p
Exercice 3 . e ~ Qegrar>-
Soit ABCDun tétraédre régulier d’aréte de longueur a, et Jle milieu de [A5)].
a) Exprimer, en fonction de a, chacun des produits scalaires : ATéZé et EE
b) En déduire que les droites (4B)et (CD)sont orthogonales. ~
Par ce procédé, on peut démontrer que les arétes opposées d’un tétraddre régulier sont orthogonales.
R S A ) T A T -
= = 1 T ™7 LT N < t } _-i_—i"_["‘{"l"" T
A (ES . /L. T | £5 N W O .| B ol O S N ﬁo) A%,_H; NP&B H‘ X lLRL“ xm (E\ESFRC,T
| \

B % o o BAD_ O BRE ek ,\mwb

118l mﬁl’ﬂm QB {(_A; Nﬂ'b _-J;E E Qﬁg T

| ) + e

) e (D = I’(G,LF\L (= AEJ‘{\C) L.ﬂ‘*‘ f’ﬁ\oﬁb ="',f'; X

e

PO
B EE YR AT SRRy o ol Bl T
b deae (AR o (4 W) | g\mn@m_% e |
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Soit (9) un plan, et 7 un vecteur non nul de I'espace.
ormal au pla s'il est orthogonal & tout vecteur du plan (9).

On dit que 72 est un vecteu

Propriété
vy
VYVVVVIVVYPVVVVVIVVIYVVVVVVVYVVYVVYYVVYVYYVVVVVVVVVVVVYVY

Soit 7 un vecteur non nul de P’espace, et (#) un plan de I’espace. GErr g 28
7 est normal au plan (9) si et seulement si il est orthogonal & deux vecteurs u et v non colinéaires de

().
v
VVVVVVVVVVVIVIVIVIVVVVVVVVVVVVVVIVIVVVVVIVIVVYVVVVIVIVIVYVVIVIVIVYVVY

>

N
Preuve : i’ aC

s 2=/

Le sens direct est évident : si 7 est normal au plan (9), alors,
vecteurs du plan (9), donc en particulier, il est orthogonal 4 d

par définition, il est orthogonal a tous les
eux quelconques vecteurs non colinéaires

de (9).
Réciproquement, supposons que 7 soit orthogonal 4 deux vecteurs et ¥ non colinéaires de 9):
Alors, (7 ; V) forme une base de (9) vu que ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires.

Soit W un vecteur quelconque du plan (9) : vu que (& ; V) est une base de (9), Ws'écrit comme une
combinaison linéaire des vecteurs et v : il existe des réels a et b tels que:w=au+b7V

On veut prouver que Zet Wsont orthogonaux, donc on calcule naturellement le produit scalaire n.w -

7.V =ax0+bx0 = 0car Iet I sont orthogonaux, donc 2.4 = 0 et

bV) =anud+b

e

Pour qu'une droite de I'espace soit orthogonale & un plan (), il suffit qu'elle soit orthogonale & deux

droites sécantes contenues dans (),

!
Ilustration |

]

Aget A, Goankiy of Covliegs i ,)
(4} (‘A,-,)mﬂ.-,.%&,
14 )ty (A!} o 'L'P-J,

/M'U '.1&» J o ’T}')" ig- Ve LT




1l est fondamental, dans le corollaire précédent, d’avoir deux droites sécantes. Pourquoi ?

mettez un coté de
'équerre soit
, faite pivoter votre équerre |

'angle droit de 1

sur une feuille de papier, et avec votre équerre,
nsez-vous que le deuxiéme cété de 1

de droite ?7????????? Si vous pensez que oui

une d'elle, pe

Tracer deux droites paralléles
toujours orthogonal 4 la secon

I'angle droit sur I'

f——f——
——
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a) Déterminer les coordonnées des vecteurs E, BE et ED dans ce repére.

ABCDEFGH est un cube muni du RO.N. (4 ; AB ; AD ; 4E).

b) Montrer que la droite (AG) est orthogonale au plan (BED).

-

]

e
|

|

|

|

I
|

)]ti_iklx LrhAJ*

il

-

ge, démontrer que la droite (45) et le plan (JCD) sont

|

TR,

=

o

1

b) En déduire que les droites (45) et ( CD) sont orthogonales.

Soit ABCDun tétraédre régulier, et Jle milieu de [AB).

¢) Par des arguments de géométrie de colla

orthogonaux.
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I- ati reésiennes n plan
Pfrn_ priété XXXX[
;7 B

Soit 72 un vecteur non nul de I'espace, et A un point de I'espace muni d’un B.O.N. O3

1) Le plan & passant par A et orthogonal & 7 est 'ensemble des points M de I'espace tels que :
—n — e -
AL aee Ao m = O

e
4 a
2a) v ¥ ¥Tout plan ? ayant pour vecteur normal le vecteur 7| & admet une équation cartésienne de
c

la forme: &%, 4. by..+.CE +A = O ol dER.vvw
=

2b) v v vRéciproquement, si (a;b;¢) #(0 ; 0 ; 0), alors 'ensemble
a

@ = {Mx;y;2) /ax+by+cz+d= 0} est un plan dont un vecteur normal est 7| b [.vw ¥
¢

Preuve : écrite sur la feuille ci-jointe.




Ezemples

x— 2y +2 +3 = 0 est l'équation d'un plan car cette derniére, qui se réécrit sous la forme :

Ix+ (-2)y+ Iz 4+ 3 =0estdelaforme: ax +by +ez +d =0avec: a=1;b=-2 ; r=]etd =3 et que
4

(1;-2;1) n'est pas le triplet nul. Mieux, le vecteur u|~¢| est un vecteur normal 4 ce plan.
1

Comment trouve-t-on les coordonnées d'un point appartenant a ce plan ?

Donnez & deux des inconnues de son choix les valeurs de son choix, et en résolvant I'équation, on
obtient la valeur de la troisiéme inconnue.

Par exemple, je fais x =0 et y=0 dans la relation : x— 2y +: +3 = Oce quidonne : 0—0 +z+3 = 0 done
z = -3 et par suite, le point A(0 ; 0 ; -3) appartient au plan d'équation x 2y+z+3=0.

Enfin un plan contient une infinité de points !!! Par exemple, ici, B(1 ; 0 ; -4) C(- 3 ;0;0)
D(4 ;2 ; -3) sont des points appartenant au plan d'équation ; x— 2y+z+3=0.! \
Trouvez les coordonnées d'un autre point appartenant a ce plan !! L-_A'; A0
Remargues -rd-;rb un Qon - 2 Wﬂc: e (5 ¢ -A-AZ ‘ 3) : ‘\
(’0 \ — Avedan NS al & Apk pue -
35 : Qo eone G Voo .

Le plan d’équation x = 0 correspond au pﬁ.@%t’r.@&ékﬁ%ﬁc@.i—.g..a'?.-i.(3. Y S e v - iéﬂ Q\“Q_

a iculiers i ts:

= o o 0(0,0,0
Le plan d’équation y = 0 correspond au plan (0;?4.5) ....... Q&&(g)w\mmﬂ\mm\ 1
== | O 1
Le plan d’équation z = 0 correspond au plan ....! ( Q %%\Mmmﬁ.(a )ﬁmm\u vk
mMenanal | i)

Que dire de deux plans qui ont des vecteurs normaux égaux (ou colinéaires) ? => & plann # (Cvomhd-

Qo congnde um%mu»b 18

Exercice 5 (le basique, 4 maitriser parfaitement) b
Soit (0;7;7; ®un RON. de I'espace, et A(1; 0; 2),B(3;1; -1)et C(0; 0 ; 4).

On admet que 4, Bet Cne sont pas alignés.
2

la) Vérifier que le vecteur 21| —1 | est un vecteur normal au plan (ABC).
1

1b) En déduire une équation cartésienne du plan (4BC). (6 Question qui tombe avec une probabilité
égale ou supérieure a 0,9999 au bac...).

2) Donner une représentation paramétrique de la droite (d) orthogonale au plan (ABC) et passant par
le point K'milieu de [AC).

3)Donner la nature et les éléments caractéristiques de I’ensemble ¢ suivant :

P = {Mx;y;9)/ 22+ 5+ 4 = 0}, Wﬁﬂ
P

4) On appelle plan médiateur du segment [BC] le plan .# passant par le milieu /de [ BC] et ayant pour
vecteur normal BC, Déterminer une équation cartésienne du plan .#

e — e SNBSS SO S
e e e
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; 7 : Dun repére orthonormé de 'espace.

e Exercice 6 Soit (O ; ;

i a) Démontrez que les points A(2 ; 1 ; 3), B(-3; -1 ; et C(3 ; 2 ; 4) définissent un plan 9. iR
x=-T+2t T

SN b) Démontrer que la droite (@)dont une R.P.est: {y=-3¢ avec ¢ € R est orthogonale a 4. i

z=4+t :
¢) En déduire une équation cartésienne de &. R

; d) Soit IX1 ;0 ;5). Les points 4, B, Cet Dsont-~ils coplanaires ? Justifier. ;

. ¢) Déterminer les coordonnées du point Hintersection de (d)et de 9.

e S5 RN (S M«A_a.ﬁ, S TN SIS TN N

Jz‘cﬁg ., "‘3 &L _,?_ mu:—.r.l. [

:L;_‘ E p.tmg_mnnk p:m ,Qumm u;:xd.:mmnga,

—f
|

*F—— — et
T + v

T

{

M
"‘—““‘G"““m“‘“ﬁ ok F"—C: —_frem :' imios, T ookl menowl. La (8) | de ()

B B T ey st S
| i | { ! i
| { | 1 | |




i ! |
| - | | | [ ? {1 :
5 11 ‘ TR ' {1
Al 4.3 € Su AL Semr 2%2-3 4k A+ 3 ~d0 | . -
= | Mividi=plemd tda-y Lo LL L
| | . , <
! T 1 | { P
- ! [ | | 1 (|
dc. % Q- (x Eqr . SR A ] | : { ‘ 1
| | | i | H
‘ v \ R B N G R i W O
g R I o e s o (R) }
& Regerdons 2 Qo axde da D (A,,o;;S); ot ferdh e da LD/, |
3] ! O 0 5 (O S Y 1
| ‘ o R (AN I P f N
Crf:1 ladiwg~ 3g it Sb G o= .-lwcA-?;yo*Sd.\-‘ - ‘S";Cf!-?;.tib bkl
1 ! | | | ! ‘ ! b 1
- ‘ N NENTRIN
e 3”33 =y %O d“" bL"L’DiS‘R lgl((g), Fg A‘,BIC_ i
| N e G At ey e St e s
: '3“}';i‘}'i1!‘
‘):bma._mw\k_‘\.mr_sﬁﬂgmua..::;3.3.',},.5,‘.;1‘[Ii}‘lg
JxER JeSLqu.: T ‘ N N
= ¥ 1 | I |
| | | i | | | | | | | |
a) -HL'JC./%;S\ QC‘L\ Q@S(‘"’ { —{ i‘ ' I T A
T
11T 1 ERRERRRNI
- S 0 & T HEN
IEERENENEEREEERTSS g =ul=b
- ; B | I BN --é__l \{sl’-’ Is-_ ’Q: { i If “,
— A AR mNmEE!
e S B
e > ol e L] bl Lo
=" 3 1 } 1 oL e . ' | == = !Al — —f !—i% ‘r—?‘ —‘
I O N N NN G (R SO N A 1 i
Era H b WK ,3'_\'?;;“:5_;* S5 e _1 _ _— _,.} .
et ENERR AREENAENE n(® ,LI,;.;_; 4+
ERBEERSSSESEETS Lo s T i e e A A . —~1 [ 1 | | t
— T T TS 2 lgalablis 2E e e
- - Projeté orthogenal T 11
i *ﬁ‘{ﬂ"lr"“i"
. A Projection orthogonale d’un point sur une droite [T TTT
L, 1 M e fa
ﬂﬂﬂﬂﬂ — ipéfinition d JA
U Le projeté orthogonal d'un point M sur une droite d est le point d’intersection H " _ 1 : _l 1 :
| de d avec le plan passant par M et orthogonal 4 d. Lol f |
———11
| | |
Remarques : « Le plan passant par M et orthogonal a d est unique. | [ I l :
. « Lorsque M € d, le projeté orthogonal de M sur d est le point M. i - ! 1
IS . VO
Le projeté orthogonal H d‘un point M sur une droite d est le point de d le plus proche de M. F | ’ I
On dit que MH est la distance du point M 4 la droite d. R
RN
«SiM € d, alors MH = 0 et H est le point de d le plus proche de M. T 171771
*Si M ¢ d, alors pour tout point M’ de d, le triangle MHM' est rectangle en H, donc - i ; 3
son hypoténuse est le coté le plus long soit MM’ > MH. g R
Donc H est le point de d le plus proche de M. - ; 1
11
B Projection orthogonale d’un point sur un plan ‘ -
M {
Le projeté orthogonal d'un point M sur un plan @ est le point d'intersection i
H du plan 2 et de la droite passant par M orthogonale & 2, * M :;
Remarque : lorsque M ¢ %, le projeté orthogonal de M sur @ est le point M, | ‘
p‘wgmcoeﬂauwﬂ ’ |
Le projeté orthogonal H d’un point M sur un plan % est le point de % le plus proche de M o ' [
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Démonstration
-SiMe?,alorsMH:OetHestle

S point de ? le plus
*Si Mg P, alors pour tout point M’ de 2, le triangle k
b MHM’ est rectangle en H, donc son hypotenuse est le W
iy N c6té le plus long, soit MM’ > MH. ;
AT Donc H est le point de ? e plus proche de M. |

Lt Eangls ¢ G
e Dans le pavé droit ABCDEFGH, ci~contre, déterminer : E ; -
R a) Le projeté orthogonal du point Hsur le plan (4BO). 'l?' -------- ---Jc
s b) Le projeté orthogonal du point E'sur la droite (CG). ¥ ;

N gralel LT . RENENERE;
b dnoke A pose e B Jhmkﬁngeﬂah ald) WD & pe g

e N S

e Beeccioel LT
: Soit (0 ; 7 ; 7 ; B) un R.O.N. de 'espace.
_ o 7
: Soit (d)la droite passant par A(1 ;-2 : 1) et de vecteur directeur u 1 |et B(-15 ; -10 ; 4). =
i s —_

i On se propose de déterminer les coordonnées du point H, projeté orthogonal de Bsur la droite (d). —

a) Donner une équation cartésienne du plan ¢ passant par Bet orthogonal a (d).

b) En déduire les coordonnées du point A

T ¢) Calculer la distance du point Bala droite (d).
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Exercice 8
Soit (0; 7; 7 ; ) un RO.N. de I'espace.

4
Soit 9 le plan passant par A(3 ; 1 ;-2) de de vecteur normal 7| 6 | .
3

a) Donner une équation cartésienne de .
b) En déduire une équation cartésienne du plan &, paralléle a & et passant par le point B(-5 ; 0 ; 7).
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S0itA(1;-5;3),B(2;-4;4),C(-1:-2; :2)etD(18;<13;25) ';"?F‘fm: L B i e e

- quatre points de I'espace. ‘ R xx’ & %‘fy"c %“*

[ i : = A
— 1-a.Deémontrer que le triangle ABC est rectangle en A. e (j)‘ rg( e } T
~—— b. Déterminer I'aire dy triangle ABC. ’”\ L LIN

™|

— 2.a.Démontrer que le vecteur n(—4 /‘1/5) est orthogonal :‘j{;;}: 1[1\1‘)\3—314“-4]
- auxdeux vecteurs AB et AC.

| , | | | L1 1T
g »L- CHEN

- b. En déduire une équation du plan (ABC). ' “J",!%A_k; EPRLS.

-~ < Vérifier que le point H(-2;

—— deDsurle plan (ABQ). e alnogasjen p L L
- 3.a.Déterminer la distance du point D au plan (ABC). TTT T 1T T rrrrorri
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V-Positions relatives d'une droite et d 'un plan de l'espace ‘d\ e 8
@\
A-Position relative d’une droite et d’un plan de Uespace éj 4 =) 5\@“

Une droite et un plan de I'espace sont soit sécants et ont alors un unique ppint d'intersection, soit (X

paralléles et n'ont alors aucun point d'intersection. (o
R T T S W <O
| Droiteetplansécants | - DTGIIENP‘a" paralléles

T |
' H G ; H G.. ,
| - ' l E L i
' (2 e (3 T _
Lo | T - ‘
- o I

A 8 | A i

La droite (EC) et le plan (ABC) | La drolte (EG) et le plan (ABC) | La droite (AC) est contenue
_sontsécantsenC. | sont strictement paralieles, | dans le plan (ABC).
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Soit (d) une droite de vecteur directeur W, et ¢ un plan de base (¢ ; v ) et de vecteur normal 7.
73 O

W goN OO

2. (d) et @ sont sécantes si et seulement si les vecteurs W et I ne sont pas .KI\.‘(?\WN

1 (d) et @ sont paralléles si et seulement si les vecteurs w etz sont ..

On a aussi les deux régles suivantes moins utilisées :

1bis. (d) et 9 sont paralléles si et seulement si les vecteurs Z, v et wsont ERARALLTS

2bis. (d) et P sont sécantes si et seulement si les vecteurs u, v et wne sont pas . LB;&WM

3 * 2 est un plan de direction (&, ¥) et d est une droite de vecteur directeur w.

) U, v, w sont coplanaires : d et ? sont paralléles. g, v, w ne sont pas coplanaires.
d est strictement paralléle a 2. ’d est contenue dans %. |d et P sont sécants en M.
d |
. - ' i _
L2 [~ - > W

. ]
—_

| % u Lol ~ 2. g :

il

)

Remargue : dans les exercices, sans vecteurs, lorsqu'on voudra justifier qu'une droite (d)et un plan 9
sont paralléles, il suffira donc de justifier que la droite (d)est paralléle a I'une des droites contenues
dans le plan 9.

On procédera essentiellement de fagon vectorielle.

|

xerci ~>~"—:'—’—‘h/**’-—‘ﬂl ‘ A———\
Recreaell o diplempl L L]
ABCD 355 P 0 O I —4r'|~~—--—*-**—"'7- ——t—
EFGH est 18 L‘;l - zim + *i},m ImEENENNN

le parallélépipéede
rectangle représenté g
ci-contre.

I et J sont les points

P(B Jk'b‘r\ L oo Lﬂe.bmﬁw(:rc-,

~_,>_,_ — =% —3

e ef_ Ao RF =

définies par Al = -—AD

et DJ = —DH Leb b dad.
3 < ,,,,ac,mis c‘\sLd.miSQ nng  donlc |

*,‘.AT‘?_,»E: ok E>P .hmk La}ﬂmxmmb |

a) Démontrer que les vecteurs Z?, BCet BF sont coplanaires.

b) En déduire que la droite (Z/)et le plan (BCG)sont paralléles. —— .E "

}

s(_————----_‘_—-—-_—-__———_--_-—__—::'—___: ————————————————— | ‘—A | | . ] |
i d.maa(\*.) k| TS 'B—C, n.k’ ?:F mk m\.Q.Q.mmWa d..n_ \\3)1‘}«

ey | (&63&1& wmm_qlna

alléles lorsqu'ils n'ont aucun point

Rappel : i 4 ictement par
dans I'espace, deux plans sont stric
s conto 1 P, 0 s A AT

ils ont tous leurs points en commun.

en commun, confondus lorsqu'i e
i i i confondus. .

Deux plans sont dits gécants lorsqu'ils ne sont ni paralléles n o o B ol
| i Je e .
Deux plans sécants se coupent (tonjours) suivant une drm@
Dlusration - o plans parali¢les ,

: ! v Plans sécants - | .

PR i E

‘ L.g plans (ABC) et (ABD) so™

i Les plans (ABC) et (EFG) sont
smctemem paraliéles

confondus.

Les plans ( EBC ) et (FBC) sont
| sécants suivant la droite (8C). |
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Exercicel

On considére un cube ABCDEFGH. 'Le point [ est le milieu du segment [EF], ‘le point J est le f

milieu du segment [BC]

etle point Kestle mxhetldusesmem (AE]. A\ @ %m ,9_ :}ii I

3 A G oS m_LmS ok LK»\\L
_olaon, 200 2eAcuenk “
H;_p\.jl.:lma.\.tenat Ar,
ek M rerosenk ¢£mkm.

| ci.ULM_ A

| CARWVY = \n@x\\
__._I_e CABR) __,u)am m«

c Talar LTTIT PP

A o 1 @’ m,m_m (ﬁﬂ LIy
A Rl -
u =R i | \
—— 1. Les droites (Al) et (KH) sont-elles paralléles? Justifier votre réponse. ;_[.,,E‘LD; "D' LD) ILD 5 ;D/ 4\3
5 e s E) LE\LQ.L& ) KKS,O, 045)
" Dans la suite, on se place dans le repére orthonormé (A ; AB, AD, AE). 1 l_ (w :
= oy 2. a Donnerlescoordonnéesdespomtslell ﬁ! é\_ MQ_I @(
el AC sont coplanaires. [ | ‘ | Veis]
S L b. Montmrquelesvecteursﬂ AE et 23 | B B
~ Onconsidére le plan @ d'équation x +3y —2z+2 — 0 ainsi que les droites di et o définies _JQ.Q_\_\%J,&D_ - _r—&mB&LKE\_
) par les représentations paramétriques ci-dessous :
 Lan e A x = 4+ fa i K —JMrc\ C&Q&mmu:g
T e di:{ y = 8-2t ,t1eR et dz:{ y = 145 el I df t“‘&j,l)( LEKB
R z = -2+3t z = 8+2d ! \ I: —— r*‘ ot ll’
~T——— 3. Lesdroites d; et d; sont-elles paralléles? Justifier votre réponse. “i FH— } ?) 5‘“ & !0 i
T = 4 Montrer que la droite d est paralléle au plan &. T _ﬁc?'\ﬂi 1 —'A'fo -t T
i n | | 1 | |
—u 5. Montrer que le point L(4: 0; 3) est le projeté orthogonal du point M(5;3; 1)surlep { ‘ T T | ——-
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ST 1. a Donnerles coordonnées d’un vecteur directeur u de la droite 2.

X
~ Exercice Il (métropole 2022) I ' l
Dans I'espace rapporté & un repére orthonormé (0, il k) on considere : - J - ] - E
”— « le point A de coordonnées (-1; 1; 3), T aE 1 ,,’ I

i e » ladroite 2 dont une représentation paramétriqueest:{ y = 2-—1t, f€R." | ) T S 1-
e z = 2+2t T - -L—i s
B i On admet que le point A n'appartient pas 2 la droite 2. - f : n
ey T ey N e € B =, s o o B TR ® Ak | -] | 1

|

|

b. Montrer que le point B(-1; 3; 0) appartient a la droite 2.
c. Calculer le produit scalaire AB. 1.
PRI i ) I a2 e {0 Dol (R, R A comves oo Pk W Uil ) 1B =
2. Onnote & le plan passant par le point A et orthogonal a la droite 2, et on appelle H le point
d'intersection du plan 2 et de la droite 2. Ainsi, H est le projeté orthogonal de A sur la droite
=5 .

a. Montrer que le plan 2 admet pour équation cartésienne:2x - y+2z-3 =0.
7 19 16

3'9'9 )

¢. Calculer lalongueur AH. On donnera une valeur exacte.

b. En déduire que le point H a pour coordonnées (

~— 3. Danscette question, on se propose de retrouver les coordonnées du point H, projeté orthoganal
g du point A sur la droite 2, par une autre méthode.

On rappelle que le point B(~1; 3 ; 0) appartient & la droite 2 et que le vecteur  estun vecteur
directeur de la droite 2.
a. Justifier qu'il existe un nombre réel k tel que HB = ku.

: AB-u
b. Montrer que k = ———
I«

¢. Calculer la valeur du nombre réel k et retrouver les coordonnées du point H.

4. On considere un point C appartenant au plan 2 tel que le volume du tétraédre ABCH soit égal

8
a 3"
Calculer I'aire du triangle ACH.

1
On rappelle que le volume d'un tétraédre est donné par : V = 3 2B x h ol B désigne I'aire

d'une base et I la hauteur relative & cette base.

|
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