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« En mathématiques, évident est le mot le plus dangereux. » Eric Temple Bell

L—C;hagizre VIII Fonction logarithme népérien

| Généralités
On sait que la fonction exponentielle est continue sur R, et strictement croissante sur R.
On a le tableau de variation suivant: _ > | lad Lol a) +co0
+ oo
3=
- Q;"
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Donc, pour tout réel a > 0, I'équation e* = g, d’inconnue x, admet. o0, ... s, 2€ux® aedle
dap & @dlowe ATV R%p wnk s R ot Bdesmonk Owitsanie AR

Définition X a g Jo,a=( .

Soit a un réel strictement positif.
On appelle logarithme népérien de a, noté in(a), unique réel solution de I’équation : e* = a,
d’inconnue x.

nséquence

La fonction logarithme népérien, notée In, est définie sur ]@ ; +[, et & tout réel x strictement positif,
elle associe le réel In(x) dont '’exponentielle vaut x.

In:]0;+of 7 R

2> In(x) avec par déﬁm’tio

Important : On adonc: x>0ety = In(x) Ox = e

On a donc immédiatement : Y@ ¥
o Pour tout réel x strictement positif, e"® = X,
» Pour tout réel x, In(e*) = .5X%..

o In(1)=..0...

Remargue : Dans un repére orthonormé (0;7; J) du plan, les courbes représentatives de la fonction
exponentielle et celle de la fonction In sont donc Aﬁﬁﬂ&tﬁﬁ\\.&;%%@?&)\.,&g&dﬁn\ﬁ
Aeg 4= (ADe hipaig) (A y

On note respecti [ " ley cou 2 '
‘ ? respectivement '@ et ‘(' les courbes représentatives des fone- NP SRS o
tions exp et In. Pour ous réels v » 0 ot v, dire que M'iy;vi appartient Li »i,[’___,_'- :
T o - . x % ; . “ X "
a 't/ équivaut 3 v - In(v), c'est-a-dire v - ¢, ce yul équivaot a dire que Py q

M(v 2} appartienta €. &

" et €' sont donc symétriques par rapport 4 la droite déquation p = x.



Pour tous réels a et & strictement positifs, on a I'équivalence : @) =in(}) Ca ﬂ .‘ ‘ <

Résoudre chacune des équations suivantes :

: b)in(x)=4 ; cje=2 ; d) In(x+5)=In(4x-8) ;¢) 3€*—-5=0

T a)in(x)=-3
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K i Théoréme (relation fonctionnelle de In) % o

:.—W: Pour tous réels x et y strictement positifs, on a : ¥ In(xy) = .R.L").LW\"’Q“‘&‘».).V ‘ 1
M Remargue : La fonction In transforme donc.&»ﬂ.c\d\o&s,)&tmmmm\ﬁ
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1) Pour tout réel x >0, In( % )= = Qs
2) Pour tous réels x et y strictement positifs, ln(?) = .Qalas Ln \‘\ﬁ\

3) Pour tout réel x>0 et pour tout entier relatif n, In(x") = m«;.Lth\

4) Pour tout réel x>0, ’n(\f;) = :‘in.leD’J
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1) Exprimer en fonction de In(2) et Im(3), chacune des expressions suivantes :

bl : (6 ) =aZml) +b Lml3) .
A=In6) ; B=In(9) ; C= In(2) ; D=lIn(33) E=In(N12) ; F=In(\B3+)+in(y3-1)
2) Simplifier les écritures : G=In (-!— ) H=lIn(et) +In(2el).
) Ae 2nl(B): fm (28 < [Bin G+ L 2]
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2)ia est dérivable sur Jo ; +xf, et pour tout réel x >0, {in)’ ()=

3) La fonction In est ARSssendksur J0 ; +aof.
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ustration graphique : px‘-\emier tracé de la courbe représentant la fonction In.
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zerciced = 5 iy
) Déterminer I’ensemble de définition de la fonction fdéfinie par: f(x) =In(4-2x).

1e) Etudier le signe de u(x) = In(x) — 2 sur ]0; +oo[.
%) Etudier le sens de variation de la fonction g définie par: g(x) = #in(x) - 32 sur J0 ; +af

3) Résoudre dans R les inéquations suivantes :

)) In(x +3) +In(x-2) < In(6)
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Exzercice 4 (Fondamental XXL, bac)

a) Déterminer le plus petit entier naturel n tel que : 0,95* <108 ; 2> ]1(0¢.
b) n est un entier naturel non nul. On lance » fois d’affilée un dé cubique non truqus.

Exprimer, en fonction de =, la probabilité, notée p,, de 'événement suivant noté 4. :
Svpriet A, : "Obtenir au moins une fois six lors des n lancers".

SR b’) Déterminer, algébriquement, le nombre minimal de lancers a effectuer, pour que P~ soit supérieure
e I 4 0,99.
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— Application ,

Donner le tableau de variation complet de la fonction In, et tracer dans un repére orthonormé
(0;7; J) du plan sa courbe représentative. 1
On donnera les équations des tangente & Cj aux points A(1 ; 0) et Be; 1). —
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En d’autres termes, la fonction In est négligeable devant I'identité au voisinage de +o.
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1x >0, f(x) = ,n(1+3_x ) et en déduire la limite de fen + et interpréter
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Y- Fonctions composées et logarithme népérien
Propriété

b Soit u une fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle I de R.
M Soit g la fonction définie sur I par g(x) = In (u(x)).

L
Alors g est dérivable sur 1, et pour tout réel x appartenanta I, ona: v ¥ gkx)= MV v
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1) Calculer la dérivée de: f(x) = In(2s*+ 1). Préciser l'intervalle de dérivabilité de f.
2) Méme question avec: g(x) = In(4+2¢*).

3) Méme question avec: h(z)=In(e=* + 1).

- —. Bid
V“‘T ............ 1S

: 2 = kuu_\\ pnse J.L(:L\- aﬁ:&*J\ n);,ubq ’w&
u gbc.a)& ’Q&m&a@ﬁ k&hﬂd@ﬂmfﬂk\ S YN R e
¥R x>0  do ozqr,z 5/0 d..c_l:f}#)'z"‘ S

d(‘. 'SILI"\ = | )Ufl.::) '
P TAle |

x) . | Lutx)yo:\ .Ju.br.\— L.*—Ze‘ .iku(xhb%}
&) %ﬁ?x BQS\L;::JELQTS\M z.x>o,-,ﬂ£ex>o>,[ !w“rl@‘)o LT

—— Y7288 T 1 O |
T ] mx\._..j f.{z.' -+ e
MO O L | T T T T T T Sh T 1 |
1 . N %’L‘LLXJ) = 0K -}yi T
[3) R(x\ _kaqxr“\ gy mes\f exec () o= e |

Ve € R, gxwo {, A e MAE

E— AR N S

= 2 —erosieateedaade—b—

—— VI - Logarithme décimal (celui utilisé en Physique, Chimie, SI)

ol Définition : On appelle fonction loganthme décimal (ou logarithme & base 10), la fonction notée log,

S définie sur .- Q;.4%a.]par : log(x) = ...%“.iﬂﬁl_
Lm(Ao)

Remargque : log(x) est donc égale au produit d'une constante multiplicative et de In(x).

3 Calculer :
Do) LB
log(l)=,.— —— =
og(1) T (A0) L lAG)

i log(10) = 32&52_ :

b log(100) = Rtnbbo] —&n ) < Qmuo\
, T Do) L 10) T Zmlo)
: log(10") = M.. ot n est un entier naturel, Len | A.B“‘) oM %\.M.I)\ =m

Remlao) —  2efla6)

ques que la fonction In, elle a aussi méme sens de
ensemble de définition que Ja fonction In. Montrons par

La fonction log a les mémes propriétés algébri
e variation et mémes limites aux bornes de I’
exemple quelques-unes de ses propriétés ;
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La fonction log est par exemple utilisée en Chimie : pH = - log[H;0*].

Par exemple, si on dilue 10 fois une solution de monoacide fort, que fait le pH de la solution initiale ?

P’ - OgeTh) - (o (D00 - e d) = o E"‘wﬂ\ + S
= e A 1

La fonction log est aussi utilisée dans de nombreux domaines tels I'acoustique.

Une utilité de la fonction log en arithmétique : elle permet de déterminer le nombre de chiffres d’'un & -
entier écrit dans le systéme décimal. 4o Qo (AO™) < Dca( A\ < Lo AOM) conlegy * Jdoy =)

=) m.g _Qu)u\\ < 4+ ) \
M\
Rappel : Soit A entier naturel. I existe un unique entier naturel n, tel que: 40" S.HASA pt 3
) o eoleg)n

Remargue : I'écriture décimale de A est donc composée de .(\21.4).... chiffres au total. -
A M oo ds A A dUfies e m < Q_f_;()(f\)(-m*"‘

Onadeplus: g , x4 - carlQocinr) v+ A e oo da Emk(A) + A Sug
9 = pouke ealle®

Donc, le nombre total de chiffre de I'écriture décimale de A4 est égal a: eEmk Q% 22 Snid

= o089 = Et\k(QDSLlZOB\\-P"

I’écriture décimale de A
2 % ok oo da 60D

Application : Combien de chiffre comporte

C = Cenk\ 0% D) +4 = 6B A de
Eorke’, ZOLY Doy 7 609 Ay -
6ck ;48
ientalre
Complément : Fonctions puissances. .
20n(2)

Ls.,

Pour tout réel 2 >0, on définit, pour tout réel a, »* par: 2* = ..

Etudier suivant les valeurs du réel s, le sens de variation de la fonction f définie sur ]0 ; +eo par:
f(x) ==

W
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VII — Quelques exercices d e bac

Soit f la fonction définie sur I'intervalle |0 ; +co| par

1+In(x)
fo=1

et soit € la courbe représentative de la fonction f dans un repére du plan. La courbe € est donnée ci-
dessous :

1 Z
\\-
Y ! p 3

1. a. Etudierlalimite de f en 0.

b. Que vautxgr’pc'cJ lﬂ:ﬁ? En déduire la limite de la fonction f en +o0.

c. En déduire les asymptotes éventuelles a la courbe 6.

2. a. Onnote f’ la fonction dérivée de la fonction f sur I'intervalle ]0; +oof.
Démaontrer que, pour tout réel x appartenant & I'intervalle ]0; +o0l,

=1=2In(x)

1 1

fio= =

bt




précisera les coordonnées. i 3
b. En déduire le sngne de f(:) surl mtervai!e 10; +o0l.
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. Résoudre sur I'intervalle |0 ; +o0| I'inéquation —1-2In(x) > 0.

En déduire le signe de f’(x) sur l'intervalle |0 ; +00l.

-
1
[
||

. Dresser le tableau des variations de la fonction f.
. Démontrer que la courbe %€ a un unique point d'intersection avec I'axe des abscisses, dont on

szm. ‘SL:L\ >c> {=h |
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Vrai ou Faux : justifier comme il se doit :

P 1)

In (ev ) o&+n(3)

. Affirmation 1 : In(\/?)%]n(eg}—em(s)-ln(d)

e 2)
S Soit n un entier strictement positif,

Soit la fonction f, définie sur I'ensemble des nombres réels par

. fn(x)=2ne* - e2*
et 6y, sa représentation graphique dans un repére orthonormé.,
Affirmation 2: & admet une unique tangente horizontale en un unique point nommé S, dont
I'ordonnée est égale & n?,
on o o waube 0 ouwaa & on theede Qo pe
Lo Affirmation 3 : 'équation : In(x - ] ) =ln(x+2) =In(4) admet une unique solution dans R.
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Soit la fonction f définie sur I'intervalle ]1 ; +oo[ par

f(x)=x-In(x-1).
On considere la suite (1, ) de terme initial i = 10 et telle que u,,, = f (u,) pour tout entier

naturel n.




