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Doux droften de 'espaco sont orthogonales loraquo leurs paralldles respectives mendes d’un point quelconque do R —

Pospace sont perpendioulaires, Lo gan Quagumnank w =

Lxemple

Dans lo cube ci-contre, (AE) et (GH) sont orth

[ |

Pourquoj ?
Citar d'autres droitos orthogonales,
(AB) 4k (c0)
(D) 4k (FE) )
Remargue A

L termon ‘prependioulaires ot ‘brthogonal "sont souvent confondus : ¢'est un gbus !

e H
B o Ly

En em)l. doux droitos porpendiculnires sont coplanairos ot aécantes, alors quo deux droites !
1o ne gont pua né i It i @t o fortiori, pus nécossniromont séeantos,

Lefinnition URE
i Doux voctoura i ot ¥ nion nuls, sont orthogonaux s'ils sont des vecteurs directours do doux droites il
orthogonales.
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Dans l'exemplo précédont, los vecteurs BE ot BF wont orthogonaux. B
) Prodult sealalre dans Uexpace
Solt U ot V' doux veoteura de Uespace.

2.7 = W R WX con (4 V) (xm(w\-\ X
Rz ety gy (i) i

Nous allons volr qu'il est licito do parler do produlz sealniro do i ot V,
0 ramonor A ln di on du produit scalnive do doux vacteura situés dans un MEME PLAN.
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T IRl BRI
hoix de représentants do ot v, AR ot AC wont situds dang un méme plan, lo plan (ABG),

A

| Aveo co ¢
on appello produit sealnire des vectawss T ot v, 1o produit sealnire AR, AC, caleulé dans 1o plan (ABO)
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1) oit W ot V doux voctours non nuls de 'espace, on a la formule bien pratiquo ; Rencilio ‘ ‘

du produit sealaires 6 os dong Ioplnnl’élnndnnlI\I'unpncv:

RN

RARY
B =

v D = WEN XN % cog (e, ¥) vy [
by s mvune da £ amgle t

2)ii ot ¥ sont orthogonaus i ot seuloment siif, ¥ = 0, Cotte propriété fondamentalo eat d'un naage |
récurront dans lea exorvices, On notwraal L ¥ pour dire quo i et V sont orthogonaus, olows (2, 7) - % (ti)tl') i

3) La carré ninlnh‘« d'in veoteus i st par définition lo produit senlairo du voctour o par lui-mbmo :
A 08t nOté U,
Grico d Ia formulo blon pratique 1), on a done s i## =i, = || 21(E

P o |
En partioulier, pour tous pofnts A ac B, vy w AR o i.l.':l =AB v vy = Dene AD= Niie |
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4) Enfin, los régles do caleul du produit scalnire du plan #'6tondent & l'espace © [
Pour tout voetour i, v, W do 'ospaca ; |

WA= Viilon dit quo le produit sealaire ost commutatif), ‘

Lo i)

AW = WV G (Distributiv 26 10 produit sealaivs sur 'nddition de vectours).

P;nu- tout xéol k, (kW)Y = Wk V) = KGN
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primont lo produit scalaire WLV en

|
|
i

Con

dornidron formules sont appaléon formulon de polarisation, ot ox
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- Uno baso (¢ 7' ¥) do lespace est dito orthonormie lorsque low vecteurs T, 7 ot K sont deux & doux '
oo . Pd + vl il +
ara! orthogonaux ot do mdme norme Ggalo A 1 dUT; TAK etilL ¥, ot de plus, M-"/“-"k“-l. [

ikt el

f: Lxempla ¢ dans lo cubo précédont, clter une baso oxthonoymée de l'espace.

Un repote orthonarmé (O ¢ 1 75 ) 0t 1a donnéa d'un point O de I'espace ot d'une base
orthonorméoe (i 3 7' K.

fideladd

1 Noun travaillarons dans toute la suite du chapitra excl dans desrepiresorth a0
— Llibardne Cutilo pour lo bac, et on mécanique ...) ‘L: -
— & x x +
Si 'ospace est muni d'un ropére orthonormd (O T3 K0, etsl |y ot V[, alors: 1t
== i
=1 o z = I
— 1) vwy UV smabyy'dze! = pev du poih duncondaraian a7 v Wy = UL din ooy PAE oy ¢ 1T
— PAL duy (e a1
~ 2\ B particulier, 4] = NI ‘5;:_? (Fondamental, i bien rotenir). ‘
%\ Wet ¥ sont donc orthogonaux si et seulement ol 2020 Al ;e Yz =0 1
=] En particulior, doux droites de I'espace respectivoment dirigéos par les vecteurs U ot V sont
donc orthogonales si et soulomont i : i V' = 0
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i Solt (0.5 15 775 ) un R.O.N do Tospace, ot (d) ot () los droitn qui ont pour R.P, raspoctivos ; i i
=kl Xwlar Nwmlmg ' T {

(s {ym =142t avoc taR ot (d):{y=5 avoe seR.
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3 0 T AB. AC =/ uABI\x\\R\\n m(n ) # |
g 1"“ "w R
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- wielio m Longuumn 1l
- Soit ABCD un tétraddro rﬂuullnr d'ardte do longuour a, ot I lo miliou do [AB],

- 4) Exprimer en fonction da'a, chaoun dos produits sealniron : ABLAG ot Im.AD. ‘
b) En déduiro quo loa droites (AB) ot (CD) sont orthogonnlos,

Par co procédd. on peut démontrer que les ardtos oppondos d'un tétraddro régulior sont orthogonales,
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Difinilon

Uno droite () eat orthogonale & un plan @ lorsqu’elle eat orthogonalo i toutes lox droitos du plan g,

i y

Difinition

Soit () un plan, et i un vectour non nul do I'espace.

¥ Ondit quo i ost un Yectaurnormalau plan (6) o'il ost orthogonnl o tout vocteur du plan (#),

Propridté

ot i un vectour non nul do L'enpnco, ot () un plan do l'enpnce,
1 oat normal au plan (@) of ot souloment sf il oat orthogonal i doux vootours i ot V' non colinéaires do
(.

5

= Lo nens direct et évidont : sl 0 ost normal au plan (), alors, par définition, il ot orthogonal A tous los
voetours du plan (6), done on particullor, 1 oat arthogonal A doux quelconques voeteurs non colindnires
o ().

Rés quo ' soit orthogonal & deux veeteurs i ot ¥ non colinbairos de (0) :
Alors, (i ; V) forme une base do () yu quo cos deux vecteurs na sont pas colinénires,

Soit W un voctour quelconque du plan (#) ; vu que (i ; ¥) sat une baso do (@), Wa'berit comme une
combinaison lindaire dos voctours il ot v 1 il exiate den réols a ot b tols qQuel W s all bV,

On veut prouvor que i et Wsont orthogonaux, done on ealeuls naturollomont lo produit aealairo n,w'

v = mV) =tk B, % 0 % 0 4 bx0 = 0 car 7 ot ¥ sont orthogonaux, dono i = 0 et
do mémo, &, V=0, ¥ h

Ainal, i ot W wont orthogonnux pour tout vectour W da (#), done par dfinition, if est normal i (),

2 Y .




Reaargue e

11 ot fondamental, dans le corollaire précédont, d'avoir doux droitos séeantos, Pourquof 7

Tracer doux droites paralldlos sur une fouille de papier, et avec votro querro, mottez un coté do
B Tanglo droit sur 'une d'elle, pensez-vous que lo deuxidme c6té de I'angle droit do 'équerre soit
b toujours orthogonal A la seconde droite 72222222227 8i vous pensez qua oud, faite piyoter yotre dquorre |
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1 Db (es coordonintes duy vedauw 1 8T T s 56 ropdre

Maverer g s depite ) o0 orehogomle u plion (D).
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=0
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= dytat3 =0t P'équation d'un plan oar oette dernidre, qui so réorit soun la forme ;

Lo (e)y L b 3% 0 et deda forma s ax +hy +iz +d 50 avee 1 0=4ib=-2 (e=Lotd n B ot quo

(14+2¢1) n'ost pas lo triplot nul. Mioux, le vecteur u|=2| eat un vecteur normal i ce plan,

A=LRO+A43 50 s
tr lox coordonndos d'un point appartanant a ce plan ? e -na w4 [ 140, 4)¢p ;. =
Donnoz A deux dos inconnues de gon choix loa valeurs do wn‘cllﬁ_iﬁul on résolvant I'équation, on ! ; z =
obtient In valeur de la trolafdme inconnue, = T ——
e
Par exemplo, jo fals ¢ =0 ot y=0 dans la relation ; ¥ = 2y +z +3 = 0ce qui donne: 0=0 45 3 « 0 dope g T
= - ot par auite, lo point A0 ; 0 ; <8) appartiont au plan d'équation -2y +x +3 = 0, 1 —
S
Enfin un plan contient une infinité de pointa 1! Par exemplo, ici, B(1 ; 05 <4) C(- 8 ; 0 ; 0) ===
D4 12 ; -8) sont don points appartenant au plan d'équation : :‘;th +d.=0.! o
Trouvez loa coordonnées d'un autre point appartenant A ce ph;n Il T(Gl‘ 3;- ’l' i 0(0/' 8 ;)’ Dtﬂl,b .3,) g — =
1 —
Remarquey N Mgy~ =8
b i
Casparticuliers importants : = I
L plan d'équation « = 0 corraspond o plan,. Qg ) 030, 6201 whisk A 4OUQ44Q= O dine ‘;'( :) N - 8
ot mowmal

Le plan d'équation y = 0 pond au plan ..LG o fi,‘

La plan d'équation = « 0 pond au plan (0 f7) 14

Qua dire do doux plans qui ont des veoteurs normaux 6gaux (ou colinéairos) Pl aenk fa‘m’um g
NBSEEELERS (1.0 bariquo, d maitriser parfaitemont). @ v

Soit (03 "5 15 1) un RON. do 'enpaco; ot A(L 5 0 3 2), B 3 15 <1) ot CO § 05 4),

On admet que A, B ot © no w;t pas alignds.

1a) Vérifior quo lo vecteur 1| <1 | eat un vectour normal au plan (ABC),
1

16) Ein déduire une équation cartéaionne du plan (ABC), (6" Question qui tombe avee une probabilité
dgalo ou supdriouro A 0,0099 au bae...).

2) Donner uno représontation paramétriquo do Ia droite (d) orthogonale au plan ABC) ot passant par
lo point K milieu da [AC], 4 ik AdF R ¥

de [BC] ot yant pour
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BRERRRG'Soie (0 ; T3 7' %) un ropiro orthonormé do I'espace,

) Démontrez quo loa pointa A2 ;1 8), B8 <1 DetCE ;2 4) définissont un plan g,

Xm =742

1) Démontror que In droite (d) dont uno R.P, oat : ‘y m et ayoo te R oat orthogonale A ¢,

¢) Ein déduira une équation cartésionne de .

) Soit D(1 50 ;6), Low points A, B, € ot D wont-ils coplannires ? Justifior,

zmdat

das du point H i do (d) et do 0.

st L)
‘x(ZSM‘x\a ) '«.QL‘A‘LKE‘ |
b‘/‘\ﬂ‘ﬂxﬁ:O‘/ M Z.".LA“
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‘A Projection orthogonale d

un point sur une droite

L& projeté orthogonal d'un

POInt M sur une droite o
de davec lo plan passant par

st lo polnt dintarsection |
Metorthogonal i d,

Ramarques  « Ly PN passant par M ot orthagonal & d est unique.
sLorsque M ¢ d, 1o projetd orthogonal de M sur destle point M,

El RProjetd orthogonal H 'y

I point M sur une drolte d est
On ditque MM est Ia distan

e point de d 1o plus proche de M.
€@ du polnt M & la drolte o,

dmanstration
+ UM d alors MH m 0 ex H est e point de d o plus proche de M, &
*5IM ¢ d alors pour tout Point M’ de d, le triangle MHM' ost rectangle en W, done /s
son hypotdnuse est le coté lo Plus long solt MM’ = MH,
Done M st le point do df lo plus proche do M,




\ E
Dans lo pavé droit ABCDEFGH, el-contre, ddtorminer :
a) Lo projaté orthogonal du point H sur le plan (ABC).
clat
- G b Leprojoté orthogonal du point E sur la drofte (CG).

~ Soft (0 ; T 71 ) un RON, de l'espace,

=3
Soit (d) ln droite passant par A(1 ;-2 ;1) et de vecteur directour x| 1 [ot B(-16 ; 10 ; 4),

4
On we propose do déterminor les coordonnéos du point H, projoté orthogonal do B aur la droite (),
a) Donner une équation cartéafonne du plan 9 passant par B ot orthogonal i (d).

— b) En déduire

08¢ nionuéol du point H.

¢) Caleulor In

Jai]
ook 4 i
)

|nlnnca du point B i ln uIrr)ILn («l)
(IS

4.7.“ (4) JM nmmAl (J’)
i - :"ma..(’d’)ut}\l'.i-x:r.g&hJ,td. Omd.(.fR
A
fe we m &l 1an {‘ﬁ\-ao‘mxu‘ =
&> de5A = ‘oJ Ll I
d= -M ! f




Exareleat
Soit (0 3 T 7+ ) un repdro orthonormd de 'espace,
3

4
Soft @ 1o plan pussant par A(3 ;1 ;-2) de da vectour normal ,}[(.] 2

4) Donner une équation cartésionne do 2.

1) En déduire uno 6quation eartésionna du plan @', paralldle A & ot passant par 1o point B(-6 ; 0§ 7).

p 3
m‘((c\ ot _rval a9 dant B o qaunt_E.. €

r ‘»: [
/ 3
~n/ Lo+ 6y ¥3in ka0 ow dER
| a=0

A(3,4172) € RS Lix3 & e BaAT) A

& A TAL
o o E.C Ux Gy + By =A2=0
S L A1 o rwinal o P b 9 b3 snkqonsllie

‘ilﬂw man:n‘\'(é‘)mwif‘

o fasd E.CithmHEy vs{s.-g‘ =0 il de®
Sl 03] 6P e x(3)4 6 X0 +BATA & 2O
e S W=h

P! o qeun ELC L Lt 4 Quy 34 TA=0,

§ 4 26).

o Bemon.r que le tric it LBE est rectangle en A,
b. Déterminer Iaire du triangle ABC. }
2. a. Démontrer que le vecteur 7i(=4 ; =1 ; 5) est orthogonal
aux deux vecteurs AB et AC.
b. En déduire une équation du plan (ABC).
<. Vérifier que le point H(~2; -8 0) est e projeté orthogonal
de D sur le plan (ABC).
%, . Déterminer la distarice du point D au plan (ABC).
. Calculer le volume dutétraddre ABCD.

o
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A - (-_:> b momdl & GBCY Ty DR 4k 7 aenk it

b
0 o ) ¢ = LA | L4y |y
7 : mwol=a Dane! DW= BAY 7 dene DH Aim
Gn D (1‘2) (5)

Ly Done ¥ kL gropli otbhagonak b D pun (ABC)

3)a) L Akames de D i an (ABL), |k Ro.| diptomat DM ) can Wt J..f.w dod

MR CABC)
DH = \BR = Ny s (-5)* v25% 2 N0t 1254 625
| ‘nn:ZiAo'so 4 SAA |
3k CLLL L Vit = e
Wl W
‘ o

| | 1 (Ancp) = S (ADL)R DH
| 3

AL M BxAG
‘ 7)) B L i
[ 8| 6 ke Lig

‘ ‘ V(ﬂbﬂ)‘)z_sﬂ.—;‘_—lﬁ: bV

Ve Positions relativer d'une droite et d'un plon de Lespace
AcLoxitionrelovive dlune deolte ot dun plan de Uespoce

Une drofto ot un plan do L'espaca sont soit sécants et ont alors un unigue point d'interaection, soit
paralldles ot n'ont alors aucun point d'interasction, I

Drolto ot plan sécams | =t Drolte et plan paralidles

“

A |
u wu (!C) o lc plan (ABC) 1 deolte (£G) et le plan (ABC) | La drolte (M) o3t contenue
. steansenC. | sontsucement partles | dans o plan (ABC).
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- . St bbrdao) \Lv) etd est une droite de  vecteur dueaeur W,

: u, v, w sont co 5, 7, % e sont pos coplanains. v
planaires: d et 3 50 -

.l desl strictement paraliale a@’ e i

dest contenue dans @, de{ P sont sécants en M. ]

RBemargue : dans les exercices, sans vecteurs, lorsqu'on voudra justifier qu'une droite (d) et un plan 9 l t -

sont paralléles, il suffira donc de justifier que la droite (d) est paralléle & 'une des droites contenues
dans le plan 9.

On procédera essentiell de fagon v jelle.

Exercice10

ABCDEFGH est
le parallélépipede
rectangle représenté g
ci-contre.
1 et J sont les points
définies par Al = %E
et D) = %ﬁ_ﬁ.

A ‘ a) Démontrer que les vecteurs T3, BC et BF sont coplanaires.

b) En déduire que la droite (IJ) et le plan (BCG) sont parnlléles_.
‘REGC' ot _un .mluqh aA 1 T i :

== AECG- ! 1]
= U'E“”"‘““t"“"““f“'(s“) dine)(E) L(EG) | ERENE RSS2
==l ’) Tee L hel | RF=AE | [ [

e @.ﬁ-‘-ﬁﬁ’w..xnsmu,!mw

— ,;.an Il' Mmc&\. dan LmlTiitia AD‘kAF.,

e -t 1 1 MM

i

== _Ix¥: Fpsorl i

;.‘B;%ﬁ.«.&wu SRR il t

-~ :s;ii?*.;.ﬁ 3 :::!'u.ccm_ da.\muhuuAD‘LAE mul-mm -
s — - .

ey 7‘...,.v...bnl\&ﬁbh.4kﬁ£u"u|m)u
‘ : Sow.nacesmtw

P






