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« Trouver quelque chose en mathématiques, c’est vaincre une inhibition et une tradition. »  Laurent Schwartz 

Chapitre XII                                 Calcul intégral           

 
I – Idée intuitive de la notion d’aire plane 

 

a) Généralités 

 

Nous allons apprendre à calculer l’aire de nouvelles parties du plan, c’est l’un des objectifs 

du calcul intégral. 

Définition 

f continue et positive a ; b

Df  Cf

 x = a x = b

 Df M(x ; y)

Illustration 

 

 

 

 

      Df f.

Propriété admise 

f a ; b Df
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Df

Df Df = {M(x ; y) / 0 x 1 et 0 y f(x)}, où f(x) = ex

 

 

 



3 

 

 

n

 l n
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Illustration
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Définition 

f a ; b Cf Df 

Cf.

f a b Df.

 
b

a
dxxf )(  a b f,

a b f(x)dx. 

cf.

f(x)dx f(x) dx.
 

a b  a b

x

t, u, v….

 

Exercice 1 

f   f(x) = x + 2.
3

0
( )f x dx

 

  
 

 

 

 

 

 

 
Propriétés évidentes de l’intégrale 

f a   

• ......)( =
a

a
dxxf

• f e a ; b k ................................)( =
b

a
dxxf
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b) Fonction définie par une intégrale 

f a ; b

x a ; b

( )

x

a

f t dt

x

a ; b

x [a ; b], x ( )

x

a

f t dt

The Théorème 

f a ; b F a ; b]

F(x) ( )

x

a

f t dt a ; b x a ; b F ’(x)

Preuve : 
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II – Lien entre primitives et intégrales 

 

Propriété  

f a 

 F(x) f a

Remarque :

Preuve

Théorème

continue admet des primitives


x

a
dttf )(
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Théorème qui permet de calculer des intégrales

f a ; b

  F f a ; b

 F(x) F(b) – F(a).

  

Newton-Leibniz. 

Preuve : 

 

  

 

Remarques 

Le réel [F(x)] = F(b) – F(a) ne dépend pas de la primitive de f choisie. 

 

f a ; b f

a ; b

f a ; b

Définition 

f a b

f

f a ; b b a ( )

b

a

f x dx

Bien retenir ( )

b

a

f x dx b a f

F

Application fondamentale au calcul d’intégrales : 

 

Exercice 2 

 

    ;    ;   ;   ;         ;    ;    
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
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0
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
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x

x x

e

e e

−

−
=

+ +

1

0

1

1x
dx

e +

  

III – Propriétés de l’intégrale 

Propriété 

f 

a b 

• ( ) ...

a

a

f x dx =

• ( ) ..........................

a

b

f x dx =

Preuve : 

  

Propriété " Relation de Chasles" 

 

f a, b c

 

Preuve : 

  

Propriété fondamentale (linéarité de l’intégrale) 

f g k

a b

( ( ) ( ))

b

a

f x g x dx+ =

( )

b

a

k f x dx =

( ( ) ( ))

b

a

kf x g x dx+ =

linéarité de l’intégrale. 

 

Preuve : 

  
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Exercice 3 

un n un 
1

0
1

nx

x

e
dx

e

−

−+

a) Déterminer u0 + u1. 

b) Calculer u1. En déduire u0. 

 



 
Signe d’une fonction, signe d’une intégrale et inégalités 

 

a b a  b.

 

•  Si pour tout réel x [a ; b], f(x) 0, alors…………….....……..(propriété de 

positivité de l'intégrale).  

 

•  Si pour tout réel x [a ; b],  f(x)  0, alors………………… 

Preuve : 

  
 

 

 

 

 

 

On retiendra que lorsqu’on intègre dans le bon ordre (c'est-à-dire quand a  b), une fonction de 

signe constant, l’intégrale de cette fonction a le même signe que cette dernière. 

 
 

 

Propriété (croissance de l'intégrale)  
 

a b a

Soit f et g deux fonctions continues sur [a ; b], telles que pour tout réel x [a ; b], on ait : f(x)  g(x). 

 

Retenir : Lorsqu’on intègre dans le bon ordre, l’intégrale conserve le sens des inégalités. 

 

Preuve : 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

b

 
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Corollaire 

 

Soit m et M deux réels. Si pour tout réel x de [a ; b], on a : m , 

alors…………………………… 

Preuve : 

Exercice 4 

a) Démontrer que 0 . 

b) Justifier que pour tout réel t  0,  

c1) Démontrer que, pour tout entier k supérieur ou égal à 1, on a : . 

c2) En déduire que pour tout entier naturel n non nul, ∑
1

𝑘
≥ ln⁡(𝑛 + 1)𝑛

𝑘=1 , puis en déduire la nature et 

la limite de la suite (un) définie pour tout entier naturel n non nul par : un = ∑
1

𝑘

𝑛
𝑘=1 . 

 

Remarque : les questions c1 et c2 peuvent être à la base d’un très joli développement au grand oral : la limite 

d’une somme infinie de nombres positifs de plus en plus petits est-elle toujours finie ?  

L’exemple précédent montre que non, on appelle série harmonique ∑
1

𝑘

+∞
𝑘=1 . 

Par-contre, la série de Riemann ∑
1

𝑘²
+∞
𝑘=1  elle converge ! En posant vn = ∑

1

𝑘²
𝑛
𝑘=1  pour tout entier n non nul, on 

peut facilement montrer que (vn) est une suite croissante, et que vn ≤ 2 −
1

𝑛
⁡< 2 en remarquant que :                          

1

𝑘²
≤

1

𝑘−1
−

1

𝑘
 pour tout entier k supérieur ou égal à 2. 

 

d) Vrai ou faux ? : A-t-on :  ? Justifier. 

" Si f et g sont continues sur [0 ; 1] et si , alors f = g sur [0 ; 1]". 

 

  

 

 

IV- L’intégration par parties 

Voici un puissant outil qui permet de calculer certaines intégrales de fonctions écrites sous la forme 

d’un produit de deux fonctions. 

 

 

 

 

 

Mxf  )(

1)ln(
1

−  edxx
e

 .0
0


−

t
xdxxe

k
dx

xk

k

k

11

1

1 1


+ 

+

 =
b

a

b

a
dxxfdxxf )²)(())²((

 =
1

0

1

0
)()( dxxgdxxf
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Formule de l’intégration par parties notée IPP), très importante pour l’enseignement 

supérieur !!! 

 

Soit u et v deux fonctions définies sur un même intervalle [a ; b], dérivables sur cet intervalle, 

et telles que u’ et v’ soient continues sur [a ; b]. 

 

On a :  ( ) '( )

b

a

u x v x dx =                                                                                               

Exemples d’utilisation 

 

1) A l’aide d’une intégration par parties, calculer les intégrales suivantes : 

 

I = 

1

0

xxe dx     ;  J =   

1

e

dx    (retenez bien l’astuce classique ici). 

K = 

1

e

dx  

2

0

dx







 
Exercice 5 

 

  Soit x >0. 

a) Effectuer une IPP pour calculer : 

1

( )

²

x
t

dt
t  

b) En déduire les primitives de la fonction f définie sur ]0 ; + [ par : f(x) =  
ln(x)

x²
 . 



 

Exercice 6 
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

V - Compléments 

 

a) Valeur moyenne d’une fonction continue sur un intervalle 

 

Définition 

 

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a ; b] non réduit à un point. 

 

On appelle valeur moyenne de f sur l’intervalle [a ; b], le réel noté  défini par :  

 

 =  

 

 

Exemple 

 

Calculer la valeur moyenne de la fonction carrée sur l’intervalle [0 ; 1]. 

 

 

Interprétation géométrique de la valeur moyenne d’une fonction dans le cas d’une fonction continue et 

positive sur [a ; b]. 
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Remarque : Soit f est continue sur [a ; b], et m et M deux réels. Si pour tout réel x appartenant à              

[a ; b], on a : ( )m f x M  , que peut-on dire de la valeur moyenne de f sur [a ;b] ? 

 

 

 

 

b) Intégrale d’une fonction de signe quelconque sur un intervalle et aire. 

 

) Cas d’une fonction à valeurs négatives sur [a ; b] 

 

Soit f une fonction continue et négative sur [a ; b], et Cf sa courbe représentative, et Df le domaine au-

dessus de la courbe compris entre les verticales d’équation x = a et x = b et l’axe des abscisses. 

On a : Aire(Df) =  

 

 

Donc, si f est continue et négative sur [a ; b],  ( )

b

a

f x dx  =                                  

 

 ) Cas d’une fonction de signe variable sur [a ; b] 

 

 

Soit f une fonction de signe variable sur [a; b]. L’aire du domaine D coloré ci-dessous est donné par :  

 

 

Aire (D) = 
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( )

b

a

f x dx =

Méthode : On découpe [a ; b] en intervalles sur lesquels f garde un signe constant (ce sera toujours 

possible en terminale), et on se sert de la définition de l'intégrale d'une fonction à valeurs positives (aire 

sous la courbe) et de l'intégrale d'une fonction à valeurs négatives (opposé de l'aire au-dessus de la 

courbe). 

 

Exemple 

 

Calculer l’aire du domaine ci-dessous associé à la fonction f définie sur ]0 ; +∞[ par : f(x) = ln(x). 
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Exercices sur l'intégration 

Exercice 1 



 

Exercice 2 

 

 

3 n   
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Exercice 3 (exercice fondamental dans la démarche utilisée)

 

 



Exercice IV 
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Exercice V (Là on fait de la belle Mathématiques !)
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« Labor omnia vincit improbus ».

Les exercices suivants (délicieux) sont des exercices classiques de MPSI/PCSI. 

 


