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« Trouver quelque chose en mathématiques, c’est vaincre une inhibition et une tradition. » Laurent Schwartz

Chapitre XII Calcul intégral

I —Idée intuitive de la notion d’aire plane

a) Généralités

Dans tout ce qui suit, sauf indication contraire :
; . ; 22
— le plan, noté P, est muni d’un repére orthogonal (O ; 7, j);
— f désignant une fonction, on note ‘(éf sa courbe représentative dans le reper:
> >
(O35 1,7);3
— a et b sont deux réels tels que a est inférieur ou égal a b.

Définition 1

» On considére On appelle unité d’aire, que ’on note u.a., ’unité de mesure des

ju’une unité A H->“ ‘ >

fe longueur a été aires telle que : 1 u.a. = ||z|| x ’] " _ 1d__¢C

hoisiepourlecaleul  ¢est-3-dire I’aire du rectangle OIC] o1 I, J et C sont les points T

les normes. Sty R I 5 i Renas 7 9 I
définis parzOl = 2y, O] = 7 €t OC = 4 +; Bl i

On sait calculer I'aire de parties du plan telles que les rectangles, les triangles, les disques....

Nous allons apprendre a calculer I’aire de nouvelles parties du plan, c’est I’'un des objectifs
du calcul intégral.

Définition
Soit fune fonction définie, continue et positive sur un intervalle [a ; b].

Notons Dy le domaine du plan délimité par la courbe Cy, ’axe des abscisses et les droites verticales
d’équations respectives : x = a et x = b.

Ona: Dy = {M(x;y)telsque ............... € i |

Illustration :

On dit que Dyest le domaine situé sous la courbe représentant f.

Propriété admise

Si f est une fonction continue et positive sur un intervalle [a ; b], alors le domaine D, décrit
précédemment admet une aire.




Ce résultat d’apparence anodine est délicat a prouver. On va apprendre a calculer I'aire d’un tel
domaine.

A titre d’exemple, essayons de calculer 1’aire d’un tel domaine : on va par exemple décomposer ce
domaine en rectangles, dont on sait facilement calculer les aires.

A Taide du dessin ci-dessous, proposer, apres avoir hachuré Dy, un premier encadrement de ’aire de
Diou D= {M(x;y)/0<x<1et0<y<f(x)},ouf(x)= e~ Utiliser 5 rectangles.
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Pour affiner le précédent encadrement, on va partager le domaine en des rectangles de largeur plus
petite.

Soit n un entier naturel non nul fixé.
On subdivise I'intervalle [0 ; 1] en n petits segments de méme longueur égale a .....

Encadrons l’aire de D, par deux suites (i) et (s») que l'on va définir :
i» = somme des aires des n rectangles situés en-dessous Cy
sn = somme des aires des n rectangles situés au-dessus de Cy.

Illustration -

Exprimer pour tout entier naturel n non nul i, puis s, en fonction de n.

Déterminer les limites des deux suites (i.) et (s.) lorsque n tend vers +oo.

Conclure quant a la valeur de I'aire du domaine D,cherchée.



Définition

Soit fune fonction continue et positive sur [a ; b], Cssa courbe représentative, et enfin Dyle domaine
situé sous Cp.

On appelle intégrale de f entre a et b, I’aire, exprimée en unités d’aires, du domaine Dy.

b
Cette intégrale est notée : I f(x)dx. On lit: intégrale entre a a b de la fonction f, ou encore, somme de
a

aabde f(x)dx.

Sans entrer dans les détails (cf. cours de I'enseignement supérieur, pour vraiment comprendre ce
qu’est une intégrale), tout comme on I’a fait dans I’exemple précédent, ’aire d’un tel domaine peut
étre obtenue comme limite d’'une somme d’aires de rectangles, d’ou le nom de somme parfois utilisé au
lieu d’intégrale.

Le terme f(x)dx représente 'aire d’un rectangle dont les dimensions sont f(x) et dx.

Les nombres a et b sont appelés les bornes de I’'intégrales : a est 1a borne du bas, et b la borne du haut.

x est appelée la variable d’intégrale, la lettre désignant la variable n’a pas d’importance et aurait pu
s’appeler t, u, v....

Le symbole J. est donc ’analogue, pour une variable continue, du symbole Z pour une variable

discréte.

Exercice 1

3
Soit f1la fonction définie sur [0 ; 3] par: f(x) = x + 2. Calculer Io f (X)dx apres avoir représenté le

domaine associé a cette intégrale.

Propriétés évidentes de Uintégrale

Soit fune fonction continue et positive sur un intervalle /de R. Alors, pour tout réel « € L, on a:



b) Fonction définie par une intégrale

Considérons une fonction fcontinue et positive, définie sur un intervalle [a ; b].
Soit x un réel quelconque situé dans [a ; b].

1 X i dépend que de la
Hachurer le domaine du plan dont 'aire est : I f (t)dt . On admet que cette aire ne dépend q

a

valeur de «.

On crée donc une fonction, notée F, définie sur [a ; b] par :

Pour tout réel x €[a ; b], Flx) = I f (t)dt

The Théoréeme

Si fest une fonction continue et positive sur I'intervalle [a ; b], 1a fonction F définie sur [a ; b] par :

X

. 4 . - F 4 =
F(x) = J. f (t)dt est dérivable sur [a; b], et, pour tout réel xe[a ; b], on a (x)

a

Preuve :

"Ce théoréme est admis dans le cas général.
On le démontre ici pour une fonction continue, positive et croissante.
Soit Fla fonction définie sur Iintervalle [a ; b] par F(x)= J.'L f)de.
a

Pour x fixé, calculons M_ HlE avech#0,x€ [a; bletx+h€ [a; b).
h

4
¢ Premier cas : h strictement positif, soit ¢ < x < x + h<b ° T
:: X+h s - 5
Flx+h)= J f®) dtest'aire entre I'axe des abscisses et la
a

courbe %f sur I'intervalle [a; x + hl.

. /g
E(x)= J':f(t) dt est l'aire entre I'axe des abscisses et la ’ /
courbe 6 sur I'intervalle [a ; x]. FI—;—\
La différence A = F(x + h) — F(x) est donc, par additivité de
laire, I'aire de la partie du plan coloriée en bleu sur la figure ci-contre.
La fonction f est croissante, donc pour tout z compris entre x et x + /; - fX) < f@) < fe+ h).

Ce qui permet de dire que A est comprise entre i x f(x), aire du rectangle ABCD, et i x f(x + ),
I'aire du rectangle ABEE

En divisant la double inégalité h x f(x) < F(x + h-Fx)<h Xf(x+h) par h >0, on obtient :
Flr)= F(x+f;2)—[*(x)

= f(x+h)
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Comme la fonction fest continue en x, lorsque A tend vers 0, f(x+ h) tend vers Jx)

Par le théoreme d’encadrement des limites, on en déduit lim 2+ /)= F(x)

h—0 h
h>0

¢ Deuxieme cas: I strictement négatif, soita<x+h<x<p.
A= F‘(x + h) — F(x) est 'opposé de Iaire de la partie du plan T
colori€e en bleu sur la figure ci-contre,

La fonction f est croissante, donc pour tout z compris entre f ¢
x+hetx:f(x+h)sf(z)Sf(x). /B-
Ce qui permet de dire que -A est compris entre (-h) x fix+h) ;

1 aire‘ d.u rectangle ABCD, et (k) x fx), aire du rectangle ABEE 0| a x + B x b x
En divisant la double inégalité (~h) x flx + h) < —[Fx+ h) - Fx)]

=f(x).

= < (=h) x flx) par—h > 0, on obtient :
(x+h)-F

| | f(x+h)sT(x)sf(x)

Comme la fonction f est continue en x, lorsque & tend vers 0, fx+ h) tend vers )

Par le théoreme d’encadrement des limites, on en déduit lim M = f(x)

h—0 h
h<o0

e D’apres I’étude des deux cas, la fonction F est dérivable en toutxde [a; b] et F’(x) = f(x)

II — Lien entre primitives et intégrales

Propriéte

Soit_f une fonction continue et positive sur un intervalle /de R, et a un réel appartenant a 1.

La fonction F définie sur Ipar: F(x) = jx f(t)dt est LA primitive de f'sur /qui s’annule en a.
a

Remarque : cela établit que toute fonction continue et positive sur un intervalle admet des primitives

Preuve -

Théoréeme (condition suffisante a ’existence de primitives d’une fonction donnée)

Toute fonction continue sur un intervalle 7 admet des primitives sur cet intervalle I

Ce théoreme existentiel est tres utile en pratique.
Sa démonstration est plus délicate et sera donc admis.



Théoréme (qui permet de calculer des intégrales).

Soit fune fonction continue et positive sur un intervalle [a ; b].

b
vevvy I fOX)AX =i, vvvvvou F est une primitive quelconque de fsur [a ; b].
On convient de noter : [F(x)]° 1a quantité F(b) — F(a).

Onécriradonc: YOO W . vyVveYeey

Cette derniére relation est parfois appelée formule de Newton-Leibnix.

Preuve :

Remarques

Le réel [F(x)]> = F(b) — F(a) ne dépend pas de la primitive de f choisie.

On admettra que ce théoréme reste vrai pour toute fonction f continue sur [a ; b], méme si fn’est pas de
signe positif sur [a ; b].

Cela améne naturellement a la définition de 'intégrale de f'sur I'intervalle [a ; b] :
Définition

Soit fune fonction continue sur un intervalle I, et a et b deux réels de cet intervalle, et F'une primitive
de fsur L.

b
L’intégrale de f'sur I'intervalle [a ; b] est égale au nombre F(b) — Fla)noté : I f (x)dx

Bien retenir : I f(x)dx = F(b) — Fla)ou Fest une primitive quelconque de f sur I. En pratique, pour
a

alléger les calculs, on prend la constante nulle dans ’expression de F.

Application fondamentale au calcul d’intégrales :

Exercice 2

1) Calculer les intégrales suivantes :

1 - 2,3 1 o 2x+1 R S ~oel+In(x)
L(x2+3x+1)dx ,joe dx ; L(;—X+F)dx : Lmdx, Iosxe dx Lde
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IIT — Propriétés de lintégrale

Propriéte

Soit fune fonction continue sur un intervalle 1.
Pour tout nombre a et b dans J,on a :

. Tf(x)dx:...

Propriété " Relation de Chasles"
Soit fune fonction continue sur un intervalle /. Pour tout nombre a, b et ¢ dans /on a :

vyyeevvy yVveeve

Par analogie avec les vecteurs, cette relation est appelée la relation de Chasles.

Propriété fondamentale (linéarité de I'intégrale)

Soit fet g deux fonctions continues sur un intervalle I, et k& un réel quelconque.
Pour tous nombres a et b situés dans I, on a :

[(F(0+g0))dx =
ikx f(x)dx =

b
En particulier, j (Kf (X) + g(x))dx =

a

Ces propriétés se résument en disant : propriétés de linéarité de Uintégrale.

Preuve :




Exercice 3

—nx

e

dx.
1+e7*

1
Soit (u,) la suite définie sur N par : pour tout neN, u, = I
0

a) Déterminer ug + u.
b) Calculer u;. En déduire uy.

Signe d’une fonction, signe d’une intégrale et inégalités

Soit a et b deux réels tels que : a< b.

® VYVYVYVY Sipourtoutréel x€[a;b],f(x) 20,alors............ooiiiiiiiiiil (propriété de
positivité de l'intégrale). Y9V VY

® VYVYVYVY Sipourtoutréel x€[a;b], f(x) < 0,alors..................... vyeveey

Preuve :

On retiendra que lorsqu’on intégre dans le bon ordre (c'est-a-dire quand a< b), une fonction de
signe constant, l'intégrale de cette fonction a le méme signe que cette derniére.

YV ¥V V¥ Propriété (croissance de I'intégrale) Yv eV e
Soit a et b deux réels tels que a<b.

Soit f et g deux fonctions continues sur [a ; b], telles que pour tout réel x € [a ; b], on ait : f(x) < g(x).

Retenir : Lorsqu’on inteégre dans le bon ordre, intégrale conserve le sens des inégalités.

Preuve :
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Corollaire

Soit m et M deux réels. Si pour tout réel x de [a;b],ona: m< f(X)<M ,

Exercice 4

a) Démontrer que 0< f In(x)dx <e-1.

t
b) Justifier que pour tout réel t = 0, Io xe “dx > 0.

1 k+1 1 1
c1) Démontrer que, pour tout entier k supérieur ou égala l,ona: ——=< I —dx< =
k+1 & X k
L1 . 1 . s 1
¢2) En déduire que pour tout entier naturel n non nul, };7_; = 2> In (n + 1), puis en déduire la nature et

la limite de la suite (u.) définie pour tout entier naturel n non nul par : u, = Y3, Py

Remarque : les questions cj et c2 peuvent étre a la base d’un trés joli développement au grand oral : la limite
d’une somme infinie de nombres positifs de plus en plus petits est-elle toujours convergente ?

. . . 1

L’exemple précédent montre que non, on appelle série harmonique Y52 e
£ o 1 1 .
Par-contre, la série de Riemann Y} P elle converge | En posant v, = Y,3—; -7 pour tout entier n non nul, on
. . . 1
peut facilement montrer que (v,) est une suite croissante, et que v, < 2 — S 2 en remarquant que :
1 11
<

= ST T pour towt entier k supérieur ou égal a 2.

d) Vrai ou faux 7 : A-t-on: I: (f(x))dx = (j: f (X)dx)? ? Justifier.

1 1
" Sifet g sont continues sur [0 ; 1] et si J.o f(x)dx = J:) g(x)dx, alors f= g sur [0 ; 1]".

IV- L’intégration par parties

Voici un puissant outil qui permet de calculer certaines intégrales de fonctions écrites sous la forme
d’un produit de deux fonctions.
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Formule de lintégration par parties notée IPP), trés importante pour I’enseignement

supérieur !!!

Soit u et v deux fonctions définies sur un méme intervalle [a ; b], dérivables sur cet intervalle,

et telles que u’ et v’ soient continues sur [a ; b].

b
Ona:vevee Iu(x)v'(x)dx=

Exemples d’utilisation

1) A I’aide d’une intégration par parties, calculer les intégrales suivantes :
1 e

1= J-XEXdX s J = J- In(x)kx (retenez bien I’astuce classique ici).
0 1

K= j(Xg + 2x)In(x)Ix

2
2) En effectuant deux intégrations par parties successives, calculer L = IX%OS(X}Z]X
0

Exercice 5
Soit x >0.
X
In(t
a) Effectuer une IPP pour calculer : J.%dt
1

In(x)

b) En déduire les primitives de la fonction f définie sur 0 ; +oo[ par : f(x) = e

Exercice 6
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1
: — 3 ] —z)™ _
| Exercice 7| On définit la suite ()0 : ttn = / #(‘ da.
= 0 n!
1. Calculer ug et u;.
e
2. Montrer : Vn > 0, 0 < u, < i
T
. " 1
3. Montrer directement que : Vn > 1, u,, = u,_; — =
iy n!
En déduire : Yn > 0, u, = e — Z e
k=0
—~ 1 N 1
ye . imito o 3 } o e S RS RS |
4. Que vaut la limite, lorsque n — oo, de Z i 141+ 51 + 3] + -0+ =i

k=0
Comment faire pour obtenir une valeur approchée de cette limite a 1073 pres?

V - Compléments

a) Valeur moyenne d’une fonction continue sur un intervalle

Définition
Soit fune fonction continue sur un intervalle [a ; b] non réduit a un point.

On appelle valeur moyenne de fsur I'intervalle [a ; b], le réel noté p défini par :

M_

Exemple

Calculer la valeur moyenne de la fonction carrée sur I'intervalle [0 ; 1].

Interprétation géométrique de la valeur moyenne d’une fonction dans le cas d’une fonction continue et
positive sur [a ; b].
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Remargue : Soit f est continue sur [a ; b], et m et M deux réels. Si pour tout réel x appartenant a
[a;b],ona: m< f(X) <M, que peut-on dire de la valeur moyenne de f'sur [a ;b] ?

b) Intégrale d’une fonction de signe quelconque sur un intervalle et aire.

a) Cas d’une fonction a valeurs négatives sur [a ; b]

Soit fune fonction continue et négative sur [a ; b], et Cysa courbe représentative, et Dyle domaine au-
dessus de la courbe compris entre les verticales d’équation x = a et x = b et ’axe des abscisses.

A¥

[+ 4 ul
e T % 1
il | b '\,_‘
WATE A g
|

|
On a : Aire(Dy) =

b
Donc, si f est continue et négative sur [a ; b], j f(x)dx =

a

p) Cas d’une fonction de signe variable sur [a ; b]

Soit fune fonction de signe variable sur [a; b]. L’aire du domaine D coloré ci-dessous est donné par :

Aire (D) =
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b
On a donc dans cet exemple : J. f(x)dx =

Meéthode : On découpe [a ; b] en intervalles sur lesquels f garde un signe constant (ce sera toujours
possible en terminale), et on se sert de la définition de l'intégrale d'une fonction a valeurs positives (aire
sous la courbe) et de l'intégrale d'une fonction a valeurs négatives (opposé de l'aire au-dessus de la
courbe).

Exemple

Calculer I’aire du domaine ci-dessous associé a la fonction f définie sur |0 ; +oo[ par : f(x) = In(x).

e

0.5




. . . i . -
¢) Aire d'une portion du plan autre qu'un domaine.

Propriété

Aire d’un domaine entre deux courbes sur [a; b]

Si %6, est au-dessus €, sur [a ; b}, alors I'aire du domaine < délimité
par 6, et € sur [a; b] estaire () = f (f — g)(t)dt.
En effet, Iorsque fet g sont posutlves (voir schéma ci-contre),

aire(®) = j; Fe)dt - [ g(t)dt = f (F(t) - g (D) dt.

LN
[
—y

7"'\
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S hass

On admet que ce résultat reste valable dans le cas général.

Soit I un intervalle de R, et a, b deux réels appartenant a I tels que a < b.
Soit f et g deux fonctions définies et continues sur I telles que :

pour tout x appartenant a [a ; b], g(x) =< f(x).
Soit €, et 6, les courbes représentatives des fonc-
tions f et g dans le plan muni d’un repére orthogonal

35
(O3 1, 7), et D le domaine du plan délimité par 6,
@ b:

, et les droites d’équations x

g aetx

= {M(x;y)e P telsque as=x
b
Laire #(%), en u.a., du domaine & est égale a J (f(x)

Application : attention, il y a souvent une question de ce genre au baccalauréat...

'(ig

sbetgx)sysf(x)}.
—g(x))dx.

i
a0

4

Exemplel: Calculer I’aire de la partie suivante du plan | Exl:
e\l 9 f =8
. Z I
SACECH g \ ; / <
\ )
»I. /
\\ /
\ A /)
\\‘\\h:\\ : - X
z A z
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Exercices sur l'intégration

Exercice 1

La courbe ci-dessous est la représentation graphique, dans un repére orthonormé, de la fonction

f définie par:
4x
X)=——.
™=
0 -} . / P :
0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5

La valeur exacte du réel positif a tel que la droite d'équation x = a partage le domaine hachuré
en deux domaines d'aires égales est :

RéponseA : \ \

ra | wl

Réponse RéponseC: In5-0,5 RéponseD: %

B: Vv5-1

Exercice 2

On considére la suite (u,,) définie par

2
Up = ﬁ S In(x) dx pour tout entier naturel n.

1
1. Démontrer que ug = E[ln (2)]2.

Interpréter graphiquement ce résultat.

2. Prouver que, pour tout entier naturel n et pour tout nombre réel x de l'intervalle [1; 2], on a

1 1
0= Fln(x] = ml]lfz-).

3. En déduire que pour tout entier naturel n non nul 0= Un < .

In(2) [1_ 1 J

4. Déterminer la limite de la suite (u,,).
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Exercice 3 (exercice fondamental dans la démarche utilisée)

On désigne par (I,;) la suite définie pour tout entier n supérieur ou égal a 1 par

1. Calculer I,.
2. Dans celte question, toute trace de recherche ou d’initiative, méme incomplete, sera prise en comple
dans l'évaluation.

Sur le graphique ci-dessous, on a représenté les portions des courbes €7, 6>,
63, 610, G20, B30 comprises dans la bande définie par 0 < x < 1.

J}
05 |
|
|
I
e |
€ ) €3 €10 |
|
I
o, I
E30)
0 ll X

a. Formuler une conjecture sur le sens de variation de la suite () en décrivant sa démarche.
b. Démontrer cette conjecture.
¢. En déduire que la suite ({;) est convergente.

d. Déterminer lim (I,).
n—+oo

Exercice IV

Soit @ un nombre réel compris entre 0 et 1. On note f;, la fonction définie sur R par:

falx)=ae™ +a.

On note I(a) 'intégrale de la fonction f; entre O et 1 :
1
I(a) :fu falx)dx.

1. On pose dans cette question a = 0. Déterminer 1(0).

2. On pose dans cette question a= 1.
On étudie donc la fonction fi définie sur R par:

fil)=e"+1.

a. Sans étude, représenter graphiquement sur la copie la fonction f; dans un repére orthogo-
nal et faire apparaitre le nombre I(1).
b. Calculer la valeur exacte de I(1), puis arrondir au dixieme.

3. Existe-il une valeur de a pour laquelle I(a) est égale 227
Si oui, en donner un encadrement d’amplitude 10~2.



Exercice V (La on fait de la belle Mathématiques !)

@ Irrationnalité du nombre e
Pour tout entier naturel n = 1, on note:
1 ;
1, =[xt

0
1. Calculer 1.
2. n est un nombre entier naturel tel que n = 1.
a) Démontrer que pour tout réel x de [0; 1],
Y=yl Fgied
b) En déduire que :
Lisi=®
n+1 " n+1
3. A l'aide de la méthode d'intégration par parties,
démontrer que pour tout entier naturel n = 1,

[pi1=(n+1)I,—1.

4. Pour tout entier naturel n = 1, on note :
k,=nle—1.
a) Exprimer k, . , en fonction de k..

b) Calculer k,. Démontrer par récurrence que pour
tout nombre n de N¥, k, est un nombre entier naturel.
) Avec les questions 4.b) et 2.b), démontrer que
pour tout entier naturel n = 2, lenombrenle =k, + 1,
n'‘est pas un entier naturel.

5.a) p et g sont deux nombres entiers naturels non
nuls.

Démontrer que pour tout entier naturel n = g, le

n'p

nombre —— est un entier naturel.
q

b) En déduire alors que le nombre e est irrationnel.

La découverte des nombres irrationnels

(ou incommensurables) remonte sans doute

a I'époque de Pythagore avec le calcul de la longueur
de la diagonale du carré de coté 1, cette longueur

étant égale a V2. Lirrationnalité du nombre e a été
prouvée par Leonhard Euler en 1737.

18
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Les exercices suivants (délicieux) sont des exercices classiques de MPSI/PCSI.

1
| Exercice 45| Soit n et p sont des entiers naturels, on pose : I,,,, = / 2" (1 — z)Pda.
0

1. Calculer I(N,0) pour tout entier naturel V.

2. Déterminer une relation de récurrence entre I, , et I, 1.

3. En déduire la valeur de I,,, pour tous les couples (n,p).

11 (D" -~ (=D

E ice 46| On définit la suite (4, )p>q : Up =1 — =+ = — - -- —
| Exercice 46| On définit la suite (u,),>; @ 2-|-3 + " .

1. Pour . # —letn>1,établir: 1 —z + 22 — 2% 4+ ... 4+ (=1)" 12" ! =

L/ _m
2. En déduire : / ( I)

dr=In2 — u,,.
o 1+x

(=) 1
—dx| < . Montrer que (u,),>1 converge : limite 7
/(;l-i—;r ‘_n+1 tue (un)nz1 converg

3. Justifier I'inégalité

(=
| Exercice 49| On pose, pour tout entier n > 0, u, = / % In" zdz.
1

1. Calculer ug et ;.
x
2. Montrer que : Vo € [1,¢], Inz < —.
r}

En déduire un encadrement de u,, permettant de déterminer la limite de la suite (u,,),>0.

3
et n+1
3. Montrer que : ¥n > 0, u,.1 = 3 g U
. . . C
En déduire I'existence et la valeur de C' = lim (nu,) : on note u,, ~ —.
n—+0C n—+oo 1

1

| Exercice 53] Pour n € Net 0 < k < n (k entier), on pose I, ; = (:) f (14 2)" %1 — 2)*da.

-1

1. Calculer, a n fixé, an,k.
k=0
2. A Paide d’une intégration par parties, montrer que I, = In -1 (pour n > let k > 1).
En déduire I, x.



